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Neue Begrindung der Theorie quadratischer Formen
von unendlichvielen Veréinderlichen.

Von Herrn E. Hellinger in Marburg a. d. L.

Die Theorie der Integralgleichungen und die anschlieBenden neueren
Untersuchungen sind von vornherein von dem Bestreben getragen worden,
die Sitze der Algebra iiber lineare Gleichungssysteme und speziell zundchst
einmal die Sétze iiber die orthogonale Transformation einer reellen quadratischen
Form von n Veréinderlichen auf eine Summe von n Quadraten in das Gebiet
unendlichvieler Verinderlicher zu iibertragen. Dabei besteht bei denjenigen
Integralgleichungen, auf die sich die ersten grundlegenden Untersuchungen
von Herrn Hilbert*) bezogen, und die spéter von Herrn Erh. Schmidt**) aut
neue Art behandelt wurden, noch insofern véllige Analogie zur Algebra,
als sich die den quadratischen Formen entsprechenden zugehorigen Doppel-
integrale tatsdchlich als Summe von hochstens abzahlbar vielen Quadraten
in einer jener orthogonalen Transformation vollig entsprechenden Weise
darstellen lieBen. Wesentlich dariiber hinaus ging Herr Hilbert spater***), in-
dem er statt der Integralgleichungen direkt Gleichungen mit abzéhlbar
unendlichvielen Unbekannten bezw. quadratische Formen unendlichvieler

*) ,,Grundziige einer aligemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen.
1. Mitteil., Nachr. d. K. Ges. d. W. zu Gottingen, Math.-phys. Kl. 1904, S. 49.

**) ,,Entwicklung - willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener*.
Dissert. Gottingen 1905. — Abgedruckt als 1. Abhandl. ,,Zur Theorie der linearen und
nichtlinearen Integralgleichungen‘‘. Mathem. Ann. 63 (1907), S. 433.

**¥) ,,Grundziige...“. 4. Mitteil. Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen.
Math.-phys. KIl. 1906, S. 154. (Zitiert als -, Hilbert IV*). — Vgl. auch 5. Mitteil.,
ebenda, S. 439 (,,Hilbert V*).
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Verdnderlicher betrachtete und hier die Theorie einer wesentlich umfassen-
deren Klasse von Formen (,,beschrinkte Formen) entwickeln konnte; hier
treten ndmlich Formen auf, die eine orthogonale Transformation auf eine
Summe abzihlbar vieler Quadrate nicht mehr gestatten, wohl aber eine
ganz analoge kanonische Darstellung durch ein gewisses Integral, also
gewissermaflen durch eine Summe von kontinuierlich vielen Summanden.
Das Integrationsgebiet dieses Integrales (also ein Kontinuum von Zahlen)
tritt demgemal als neue Invariante zu den abzéhlbar unendlichvielen im
vorhergehenden Falle allein das Invariantensystem bildenden ,,Eigenwerten
(das sind die Koeffizienten der einzelnen Quadrate in der Quadramumme)
hinzu. Ich habe in meiner Dissertation*) auf den Hilbertschen Resultaten
fufend die Frage nach dem wvollstindigen Invariantensystem jener Klasse
quadratischer Formen erértert und die notwendigen und hinreichenden
Kriterien dafiir angegeben, wann zwei quadratische Formen unendlichvieler
Verinderlicher orthogonal ineinander transformierbar sind,

Es entsteht nun die Frage, ob man nicht diese Resultate und
damit die gesamte Theorie der beschrinkten Formen in direkter Weise
unabhéngig von der Hilbertschen Theorie ableiten kann, d. h. insbesondere
unabhingig von dem bei Hilbert den springenden Punkt bildenden Grenz-
iibergang aus dem algebraischen Gebiete und den dabei naturgemilB. er-
forderlichen schwierigen Konvergenzbetrachtungen. Eine solche neue Be-
griindung' der Theorie gebe ich in der vorliegenden Arbeit; sie hat zugleich
den Vorzug, wie ich in einer folgenden Abhandlung des naheren darzulegen
‘gedenke, dal sie ihrem Wesen nach unabhingig davon ist, ob die zu be-
handelnde quadratische Form durch eine Summe als Funktion abzéhlbar
unendlichvieler Veréinderlicher, oder durch ein Infegral als Funktion einer
integrierbaren Funktion gegeben ist — d. h. daB sie im wesentlichen un-
verindert auch die Theorie vaon Integralgleichungen mit unstetigen Kernen
(denn solche entsprechen im allgemeinen den beschrinkten quadratischen
Formen) liefert **).

'*) . Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlichvielen
‘Variabelen.“ Gottingen 1904.

**) Solche Kerne hat Herr E. Hilb (Math. Ann. 66 (1908), S. 1) fiir eine Rmhe
typischer aus Differentialgleichungen entspringender Fille durch Grenzibergang von
stetigen Kernen aus behandelt; etwa gleichzeitig -hat Herr H. Weyl (,,Singuldre Integral-
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Im ersten Kapitel behandle ich die Eigenwerte der quadratischen
Form K, von ihrer bekannten Definition mit Hilfe der zur Formenschar
K—AE (wo E die Einheitsform und 4 ein Parameter ist) gehorigen homogenen
Gleichungen ausgehend, in analoger Weise, wie es Herr . Schmidt in seiner
genannten Dissertation fiir Integralgleichungen mit stetigem Kern getan
hat. Um in &hnlicher Weise auf das Streckenspektrum zu kommen, ver-
wende ich im zweiten Kapitel systematisch solche Losungssysteme der-
selben homogenen Gleichungen, fiir die nicht mehr die Quadratsumme der
abzéhlbar vielen Unbekannten selbst, sondern die ihrer Integrale nach
dem Parameter A konvergiert; da jedoch nur die Integrale dieser Losungen
eine orthogonalen Transformationen gegeniiber unabhiingige Existenz haben,
so miissen vorzugsweise diese betrachtet werden, und statt der Losungen
selbst erscheinen die bereits in meiner Dissertation eine wichtige Rolle
spielenden ,,Differentiallosungen. Aus diesen Betrachtungen ergibt sich
die kanonische, alle Orthogonalinvarianten der Form liefernde Darstellung,
— vorausgesetzt, dal zu jeder micht identisch wverschwindenden Form ent-
weder Losungen der einen Art ( Eigenwerte) oder solche der andern Art ( Strecken-
spektrum) existieren. Diesen fundamentalen Existenzsatz beweise ich im
dritten Kapitel in einfacher, direkter Weise, indem ich die mit Hilfe eines
von Herrn E. Hilb*) herrithrenden Verfahrens fiir komplexe Parameterwerte
v gebildete reziproke Form der Form K—w»E an die reelle Achse heran
verfolge und aus der Untersuchung der Singularititen, die sie dort not-
wendig besitzen muB, jene ausgezeichneten Losungen herleite; dabei kommt
aus der Theorie der analytischen Funktionen nur der Cauchysehe Integral-
satz fiir durchaus regular begrenzte,' ganz im Regularitétsbereich der
Funktion liegende Bereiche zur Anwendung.

gleichungen ...“ Diss. Gottingen 1908) den einfachén Fall regulirer einfacher Spektren
durch Ubertragung der Resultate der Hilbertschen 4. Mitt. mittels eines Systemes von
Orthogonalfunktionen behandelt. Mit dem gleichen Hilfsmittel hat dann Herr Weyl
gelegentlich der Wiedergabe seiner Dissertation (Math. Ann. 66 (1908), S. 273) eine
allgemeine Theorie aus den Ergebnissen meiner Dissertation abgeleitet; Herr M. Plancherel
(Riv. di Fis. Mat. (Pavia) X (1909), S. 37) hat durch Benutzung des Riesz-Fischerschen
Satzes diesen Ubergang vereinfacht.

- %), Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten.*
Sitzungsber. d. Phys.-Med. Societ. in Erlangen. 40 (1908), S. 84.



Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Verdnderlichen. 218

I
Kapitel I.
Untersuchung des Punktspektrums.
§ 1.

Fundamentaleigenschaften linearer und quadratischer -Formen

| unendlichvieler Verdnderlicher.

Es sollen hier zunichst eine Reihe einfacher Begriffsbildungen und
Konvergenzeigenschaften ohne Beweis kurz zusammengestellt werden, die
in unsern Betrachtungen gebraucht werden und fiir ihr Verstindnis nétig
sind; sie entstammen zumeist der vierten Mitteilung Hilberts*) und smd

seither vielfach angewendet worden.

Definitionen: Eine lineare Form der abzahlbar unendlichvielen
Variablen z,, 2., ...

L (z) =12+l 4o = 1, 2, **)
@®

bzw. eine bilineare Form zweier Reihen solcher Veranderlicher z,, z,, ...
und ¥, Y, ...

4 (2, y) = Z a,2,y,
Y )]

heillt beschrdnkt, wenn jeder ,m-te Abschnitt

= l,xz, baw. = a,T,Y,
p=1,...n : p,9=1,...n
fiir jedes den Ungleichungen
L) Zg=atat- <L . Zy=yityg+ <1

geniigende Wertsystem der Variablen dem absoluten Werte nach unterhalb
einer endlichen, von » unabhanglgen Grenze bleibt. Diese Definitionen

*) Hilbert IV S 176—182. , :
*) In den mit 2,‘ bezw. 2,‘ bezeichneten Summen sollen dle Ind\zes p und ¢

stets unabhingig vonemander a.lle ganzzahhgen Werte 1, 2, ... durchlaufen.
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gelten auch bei komplexen Koeffizienten und Variablen, wenn man diese
nur der Konvergenzbedingung '

(1.) Zlal=22,7,<1, Z|y|=2y7<1
an Stelle von (1.) unterwirft*).

Das Haupthilfsmittel bei den iibrigens sehr einfachen Beweisen der
nunmehr aufzufithrenden Konvergenzsitze ist die sog. ,,Schwarzsche Un-
gleichung‘“ **), die fiir reelle GroBen

(2.) (@) y,,)2<2m 2y

= @ »

und fiir komplexe Grofen ***)

@) e S Sy,

lautet und zugleich die Konvergenz der links stehenden Summen als Folge

der Konvergenz der rechts auftretenden Quadratsummen behauptet.
Linearformen: Eine Linearform L(z) ist stets dann und nur dann

beschrinkt, wenn die Quadratsumme %;[ZPP der Betrige der Koeffizienten

(bei reellen 7, also (2)lf, selbst) konvergiert. Die Reihe ?;‘7; l, %, konvergiert
P,

in diesem Falle wegen der aus (2.) sich fiir ihren Rest sofort ergebenden
Abschitzung absolut und gleichmiBig fiir alle (1.) bezw. (1.) geniigenden
Wertsysteme; insbesondere folgt hieraus, falls M, 2P, ... fir n=1,2,..
unendlichviele (1.) geniigende Wertsysteme bedeuten, fiir die der Limes

L) =g,

N==00

fiir jedes einzelngip existiert, dal3

*) @, bedeutet stets den konjugiert imaginiren Wert von xp
**) Hilbert IV, S. 176.
) E. Schmidt, ,,Uber die Auflosung linearer Gleich. mit unendl. vielen Unbek.*
Rendic. del Circ. mat. di Palermo. XXV (1908), S. b8. :
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(3.) [ =l =21,
@) »

ist, d. h. die Linearform besitzt als Funktion der unendlichvielen Variablen
die hierin ausgesprochene Stetigkeitseigenschaft (die sog. ,,Vollstetigkeit:)*).
Dieselben Aussagen gelten offenbar auch, wenn man Koeffizienten und
Variable vertauscht; speziell sei hervorgehoben, daB fiir eine von einem
Parameter i abhingige Schar beschrinkter Linearformen (2,)" I, (2) z, die
sie darstellende Reihe auch gleichmaBig in 4 konvergiert, wofern nur ihr
‘Wert L (4, z) beaw. die GroBe %;lp(l)“’ eine auch von i unabhéngige obere
Schranke hat.

Bilinearformen: Eine beschrinkte Bilinearform A4 (x,y) kon-
vergiert im allgemeinen nur im gebrduchlichen Sinne der Doppelreihen-

konvergenz, sowie bei zeilen- und kolonnenweiser Summation — und zwar
allemal gegen denselben Wert:

(4.) A4 (x, Y) = LA” (@, Y) =_L F Ay Tp Yg = ?‘;(faﬁqmpyq)
p=1,...m P) (@
n=o '::: g=1,...n

— vorausgesetzt natiirlich immer, dal die Variablen der Bedingung (1.)
geniigen**), In jedem Falle aber ergibt sich**), daBl der Rest der Reihe
unter dem Produkte von Val , + % ,+ -+ Vy2  + 92+ -+ in eine
nur von der oberen Grenze aller Werte |4 (x, y)| abhéingige Zahl bleibt. Dem-
zufolge hat A4 als simultane Funktion der beiden Variablenreihen z,,z,,...

und ¥, ¥s,... betrachtet im allgemeinen nicht mehr die ,,Vollstetigkests-
etgenschaft (3.) ***), sondern es gilt

LAG,y")=A4(,y), wenn [ =g, [ yo_, -

n=w n=w n=w

nur noch dann, wenn gleichzeitig die ,,Entfernungen‘

*) Hilbert IV, S. 200. — V, 8. 441.
**) Hilbert IV, S. 178, 180. ,
*¥*) Daraus folgt speziell, daB A (x,y) die obere Schranke seines Wertevorrates
im Bereiche (1.) nicht mehr an einer Stelle dieses Bereiches anzunehmen braucht.
Journal fiir Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 29
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Lﬁ(w},"’—x,,)”=0 und [/ Z(yP—y,)2=0

7= =0
gegen Null konvergieren. Andererseits aber bleibt, wenn wir {iir ein festes
Wertsystem der # und y die Werte einer einparametrigen Formenschar
A (A;2,y)== a,,(1)2,y, betrachten, die gleichmaflige Konvergenz der dar-
@®,9

stellenden Reihe fiir alle 4 bestehen, wofern nur 4 (%; z,y) eine von A unab-
héingige endliche obere Schranke hat. |

Faltungsprozesse: Unter der Faltung zweier beschrinkter Linear-
formen L (z), M (x) verstehen wir die wegen (2.) notwendig existierende Zahl:

(4.) (L, M\)=L(-)M (-)= =l,m,.
(»)

In dhnlicher Weise kann man aus L(z) und einer beschrinkten Bilinear-
form A(z,y) zwei im allgemeinen verschiedene Faltungen bilden, die ihrer-
seits beschrinkte Linearformen sind:

A(z,-) L(-) ~‘-:‘41;("1’): = @yl
(5.) (2,9
A(-,y) L(-)=LA(y)= :Mlpyq'

@
Ist A(x,y) speziell dem Produkte zweier Linearformen M (z) N (y) gleich,
so ist '

(5%) AL(z)=M(2)(N,L); LA@)=(L,MN(y), wo A=M(z) N(y).

Endlich geht aus zwei beschrinkten Bilinearformen 4 (z,y) und B(z,y) als
»,Faltung** eine neue notwendig wiederum beschrinkte Bilinearform hervor*):

(6.) 4}‘”’ 'ZB( ©Y) =AB (@, 9)=Z(Za,,b,) 2, Y,

®,9) (@)

die wir in der Sprache des Matrizenkalkiils, wo fiir jede Bilinearform, bezw.
das System ihrer Koeffizienten, ein Buchstabe 4= (a,,) gesetzt wird, auch

*) Hilbert IV, S. 178 f. -
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als Produkt AB von A und B bezeichnen werden; ihr Wert kann auch als

(62.) AB(z,y) = =(Zay,,) (X bs,Y,)
: (@) @ @ .

dargestellt werden. Bezeichnen M und N die Maxima bezw. die oberen
Schranken der absoluten Betrige der Formen 4 und B unter der Neben-
bedingung (1.), so gilt unter derselben . Bedingung

(60.), |4B(z,y)|<MN.

Fiir alle diese Faltungsprozesse gilt das ,,assoziative Gesetz*, insbesondere
sel hervorgehoben:

(72.) (M, AL)=(MA, L)
(7.) (A4B)C=4 (BO).

Quadratische Formen: Jeder reellen symmetrischen Bilinear-
form (a,, =a,) gehért die quadratische Form

A ((B, (D) = A (Q;) =(p2)apq $p wq (apqv= aﬂ))
x')

zu, aus der 4 (z,y) umgekehrt durch ,,Polarisierung‘£ entsteht; die obere
Schranke der Betrige der quadratischen Form ist mit derjenigen der
symmetrischen Bilinearform — immer unter der Nebenbedingung (1.) — iden-
tisch. Zu jeder reellen unsymmetrischen Bilinearform A4 (z,y) kann man
mit Hilfe der ,transponierten Form‘

(8) 4 (3,9) = 2 ap 2,5, =4(y,9)

eine gewisse quadratische positiv definite Form
29*
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’ - — 2
(Sa') A A (x) (pfa) aa? aﬂ! a;P w@ 5)" ((‘:'): a“ﬂ m!) ;._>— 0

bilden. Ist 4 symmetrisch, so ist 4’4 = A4* die Faltung von 4 mit sich
selbst, und ebenso sind alle Féltungen A%, 4% ... positiv definit; ist 4 selbst
definit, so sind auch die Selbstfaltungen ungerader Ordnung 4°, 4°,...
definit, da sie nur Werte aus dem Wertevorrat von 4 () selbst annehmen.
Bei komplexen Koeffizienten haben die durch die Bedingung

___ _—I
Gy, = @y oder A =4

(wo A (=, y)= ()J)EM @, y, gesetzt ist) charakterisierten ,,Hermaiteschen
P, q

Formen eine shnliche Bedeutung*); setzt man 7, und y, einander konjugiert
komplex, so nehmen sie wieder reelle Werte an:

A (z,7)= %;uwlzép‘3+@£q)(am T, Ty + Gy, T, T,)

Aus jeder komplexen Form A4 (z,y) kann man eine positiv definite
Hermitesche Form bilden:

(9.) AA4(@)= 3 6ppa,7,3,=3|Za,z,[P>>0;

(7, g,a) (@) (2

wir bemerken noch die aus (2.) folgende Ungleichung:

(9% »[A(x,y)|2gz4“'Agg) fir  3|af] = 1.

Orthogonale Formen**): Ein System reeller Linearformen

L, (x) = %‘ Ly Ty

*) Hilbert IV, S. 216.
**) Hilbert IV, S. 180f., 104f.
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heiBt orthogonal (genauer: orthogonal und normiert), wenn  fiir je zwei
von ihnen gilt:

' Ofiirp=l¥q~
(10.) (L,,,Lq)_ﬂ lya = 0y =

Paqa

1 fiir p=gq;

jede dieser Formen ist dann notwendig beschrankt. Denkt man sich ihre
Koeffizienten etwa als Koordinaten eines Vektors im unendlichvieldimen-
sionalen Raume der z,, %,,..., so stehen alle diese Vektoren aufeinander
orthogonal*). — Fiir jedes Wertsystem x mit konvergenter Quadratsumme
konvergiert die Quadratsumme beliebig vieler Orthogonalfunktionen und blesbt
kletner als %)‘wj (,,Besselsche Ungleschungs)**):

(11.) %;(Lp(x))2=L1(w)2+L2(x)2+...éé;wﬁ;

die linke Seite stellt eine beschrinkte, iibrigens positiv definite quadra-.
tische Form der unendlichvielen Variablen z,, #,,... dar.

Hat man irgend ein System von Orthogonalfunktionen, iiber dessen
Miichtigkeit noch nichts bekannt ist, so gilt fiir jede Anzahl von ihnen

doch die Ungleichung (11.) und daher durch Spezmhswrung der Variablen
auch jede der Ungleichungen

21,,2_<_ 1. - @=12,..)
Dardus folgt fiir jedes einzelne ¢, daB hochstens 2 der Grofen I,,,7,,,...
grofer als 4, hochstens 3 groBer als 3 sein konnen und so fort, also
schlieBlich, daB ‘nur abzihlbar unendlichviele von ihnen von Null ver-
schieden sein konnen. Da es aber nur abzahlbar unendlichviele Indexwerte
¢=1,2,... gibt — entsprechend den abzihlbar unendlichvielen Variablen
%, %;,... —, konnen auch in dem Schema aller Koeffizienten l,, nur ab-
zahlbar viele von 0 verschiedene Grofen vorhanden sein, und somit ist be-

*) Komplexe Linearformen heiSen orthogona.l wenn (Ly, L,) 0 (E. Schmadt,
,Uber die Auflosung...”; zitiert S. 214 Anm. ***),

*¥) Erh. Schmidt, Dissert. § 1. — Hilbert IV, S. 195.
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wiesen, dall jedes System mormierter orthogonaler Linearformen abzdihlbar un-
endlichvieler Variabler hochstens abzihlbar unendlichviele Formen enthalten kann*).
Gilt nun speziell fiir ein Orthogonalsystem die Gleichung

(11%.) L, (‘”)2+L2(”)2+“'=£x:’

so heillt es vollstindig; jedes Orthogonalsystem kann man zu einem voll-
standigen durch Hinzufiigung geeigneter Formen ergénzen**). Aus (11"
folgt nun:

(10", =l,0,,=0,,=
(a)

das sind die aus (10.) durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen im
Koeffizientenschema L =(/,) hervorgehenden Gleichungen. Man kann
beide Gleichungssysteme in der Matrizensymbolik zusammenfassen in

(10s.) LL'=E, L'L=E,
wenn E die ,,Einheitsform

E(z)= (;2;) 0y T T, = 2.7;
bedeutet. Auch die Bilinearform L = (E) lpy @, 9y, heiBt orthogonal; sie ist
p’q R

.notwendig beschrénkt.
Wegen (10.) und (10”.) losen die Gleichungssysteme

*) Der Beweis ist identisch mit dem von Herrn E. Sehmidt (Comptes Rendus de
V'acad. des sciences. Paris. T. 143 (1906), S. 9565 fiir Orthegonalsysteme von Funktio-
nen einer Variablen gefiihrten.

*¥) Hilbert IV, S. 196.
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(12.) m;=L,(x)_=2'lMx,,
(12.) . x, =L (2') = Zlm x,

(das sind die zu den Bilinearformen L und L’ gehérigen linearen Trans-
formationen) sich gegenseitig auf und vermitteln daher eine umkehrbar
eindeutige Transformation des unendlichvieldimensionalen Raumes der Punkte
mit konvergenter Quadratsumme der Koordinaten. Diese Transformation
ist obendrein wegen (11’.) orthogonal, d. h. sie fiihrt die Einheitsform
in sich selbst iiber: |

.(%;m,, == Ew’2 oder E(z)= E(2');
umgekehrt ist jede eineindeutige orthogonale lineare Substitution in der Form
(12.), (12’.) enthalten.

Die oben definierten Faltungsprozesse sind gegeniiber orthogonalen
Transformationen kovariant*), d. h. gehen durch (12.) die linearen oder
bilinearen Formen M, 4,... iiber in die notwendig gleichfalls beschrankten
Formen:

(x)zLM(w)— S (Slpmy)a.,

®)

A*(z') = LAL'(w)-— 2 Lk le) v, o0,y

@, 8) ((p g P

so geben sie gefaltet einfach die transformierten Formen der durch den
gleichen FaltungsprozeB aus L, 4,... entstehenden Formen, z. B.:

(13.) ~ A*M¥=(AM)*, A*B*=(AB)*.

§ 2.
Evgenformen der quadratischen Form.

Wir beginnen nunmehr das Studium der reellen beschrinkten quadra-
t@schen Fopw unendlwhvwler Veranderlwher die wir

*) Hilbert 1V, S. 181.
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K(z)= & kyz,%, (k,=k

® 9 PP e g qp)

schreiben*). Durch orthogonale Transformationen geht sie in andere
quadratische Formen iiber, und es handelt sich besonders darum, die
samtlichen Invarianten von K gegeniiber allen orthogonalen Transformatio-
nen anzugeben bezw. eine durch orthogonale Transformationen stets zu
erzielende eindeutig bestimmte Normalform fiir K aufzustellen, aus der
sich diese Invarianten ablesen lassen.

Genau wie in der Algebra (d. h. im Falle endlichvieler Variabler)
betrachten wir zu diesem Ende die Formenschar**)

A(z)=K(z)—i E (),

wo E die die orthogonalen Transformationen charakterisierende Einheits-
form und 4 ein Parameter ist, und gehen von der allgemeinen, natiirlich noch
wesentlich zu prézisierenden Bemerkung aus, daf alle Werte A, fir die
die Form A einen ausgezeichneten, orthogonalen Transformationen gegeniiber un-
verdnderlichen Charakter hat, orthogonale Invarianten wvon K sein werden.
Eine solche ausgezeichnete Eigenschaft, die ganz ebenso in der Algebra
auftritt, ist z. B. — wie aus der 8chluBbemerkung von § 1 hervorgeht —
die Existenz einer beschrinkten ,reziproken Form‘ K (A; z) zu A, d. h. einer
Form, deren Produkt (Faltung) mit 4 gleich der Einheitsform ist:

Pa “aq

AK (z) = Za,, #,,7,%, = E (),
(p,4,a) .

— oder andererseits die Ezistenz einer s Nulllosung“, d. h. einer be-
schrinkten Linearform M (z), deren Faltung mit 4 identisch verschwindet:

AM ()=

*) Es sei-hier mur beildufig bemerkt, daB sich die ganzen folgenden Ent-
wicklungen im wesentlichen unverﬁndert -auch auf Hermitesche Bilinearformen an-
wenden lassen.

**) Herr Hilbert betrachtet entsprechend der bei Integralgleichungen tiblichen Be-
zeichnungsweise die Schar E—2K; seine Eigenwerte etc. sind also die reziproken
Werte der im folgenden auftretenden. |
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Man kann das auch so ausdriicken: Im ersten Falle haben die
zur Form A gehérigen unhomogenen linearen Gleichungen mit unendlich-
vielen Unbekannten ’

.‘(zﬂ"apq z, =Yy, oder gq’:pq %"'l% =Y ' @=12.)

fir jedes System der Grollen y, mit konvergenter Quadratsumme eine
ewndeutiq bestimmte Losung mit konvergenter Quadratsumme:

x, = Zzpqu; ?=12,..)
@
im zweiten Falle haben die homogenen (Gleichungen

(1.) . Za,3,=0 oder =k, z,—iz,=0 o =12,..)

eine von der trivialen Liosung x,=0 verschiedene Liosung x,=m, mit kon-
vergenter Quadratsumme der absoluten Betrdge.. '

Man bestitigt hiernach leicht auch direkt, daB fiir einen bestimmten
Wert von 2 bei den zu einer orthogonal transformierten Form gehorigen
Gleichungen stets derselbe Fall eintritt, wie hier bei der urspriinglichen Form,
und' zwar entstehen die betr. neuen Losungen durch die gleiche orthogonale
Transformation aus den Losungen der urspriinglichen Gleichungen. ‘

‘Wie in der Algebra stellt Fall I den ,,allgemeinen Fall“ dar, auf
den wir erst spater zuriickkommen werden, nachdem wir uns mit den
,Ausnahmewerten“ a4 beschéftigt haben; zu diesen gehort, wie sich zeigen
wird, auBler dem Fall II noch eine wesentlich verschiedene in der Algebra
noch nicht auftretende Klasse von A-Werten.

Wir behandeln nun also zunichst die durch (1.) definierten sog.
Eigenwerte der Form K. Es sollen hier nur einige allgemeine Eigenschaften
dieser Eigenwerte abgeleitet, nicht etwa ihre Existenz bewiesen werden;
denn die allgemeine beschrinkte Form, die wir hier behandeln, muB nicht
notwendig Eigenwerte haben. Die Methoden, die ich hierbei zuniichst
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anwende, sind wesentlich dieselben, wie sie bei der direkten Untersuchung
von Integralgleichungen mit stetigen Kernen, die ja gewissen speziellen
quadratischen Formen entsprechen, schon frither gebraucht worden sind *).

Ich zeige zundchst, daf jeder Eigenwert einer reellen quadratischen
Form reell vst. Denn multiplizieren wir (1.) mit dem zu z,=§,+1n,

konjugiert komplexen Wert z,=§,—¢7, und summieren iiber p, so folgt

2) k,,x,x, = 2,2 T, T,;

@, 9

rechts ist jeder Term der Summe reell, links aber ist wegen der Realitdt
von k,, jeder Term mit p=¢ und wegen k,, =%, auch die Summe je
zweier symmetrischer Terme %, (z,,+ z,%,) reell, so dall wir

(i'z';)(km §&+ km’?p"?q) = 15):(;2’ + ’7:)

und damit 2 als reellen Quotienten zweier reeller Zahlen erhalten. Da
hier nur Werte der Form K fiir reelle Variable auftreten, folgt weiterhin
noch unmittelbar, daf der Betrag jedes Eigenwertes unterhalb des Mazimums
von K (z) fir alle reellen, 5,)' 2 <1 gentigenden Wertsysteme liegt.

Wir konnen uns darauf beschréinken, zu jedem Eigenwerte i aus-
schlieBlich reelle Losungssysteme z, der Gleichungen (1.) zu betrachten;
denn wegen der Realitit von A und %, geniigt sowohl der reelle als auch
der mit ¢ multiplizierte Teil einer eventl. komplexen Lésung von (1.) auch
fiir sich diesen Gleichungen. Fs ist bequem, mit jeder Losung z,=m,
von konvergenter Quadratsumme zugleich auch die notwendig beschrdnkte
Linearform M (z) = %)‘ m, x, der unendlichvielen Variablen 2, zu betrachten,
die eine zum Higenwert & gehirige Eigenform von K (z) heiit. Wir schreiben
demgemiB statt der unendlichvielen Gleichungen ’

Ekm m, = Am, ®=1,2,...)

auch die eine Identltat in den unendlichvielen Variablen z,,z,,.

(2. )' KM(:v)—-lM(a;) oder kurzer KM=iM.

*) Vgl. E Schmidt, Dlssertatxon § 4 und 5
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Wegen der Homogeneitit der Gleichungen (2.) kann man jede
Eigenform M (¢) mit einem beliebigen konstanten Faktor multiplizieren;
speziell kann man durch Division mit (M, M) =V Im? die zu M gehorige

@

,snormierte Eigenform*

M (x)
L@ =vagm
bilden, die durch die Bedingung
(L, L)y=1

charakterisiert ist. ‘

Um nun die Gesamtheit der wesentlich verschiedenen Eigenformen
iibersehen zu konnen, die moglicherweise zu ein und demselben zunéchst
ungleich 0 angenommenen Eigenwert A gehoren, gehen wir von irgendeiner
normierten Eigenform L,(z) aus, die also

(a:l.) KL’_ = lLl, und (Ll’ Ll) = 1
geniigt, und bilden die quadratische Form
(bs.) K,(2) = K () —4(Ly(x))"

Sie hat sicher L, nicht mehr zur Eigenform mit dem Eigenwert i, denn
es ist (vgl. §1, (52.)) wegen (a,.):

(c:) K,L, () =K L,(x)—aL, (2)(Ly, L) =0.

Nun kann aber K, doch noch den gleichen Eigenwert & mit einer anderen
normierten Eigenform L,(x) haben:

(ag.) K]_‘Lg (w) = ALg, wo | (Lg, Lg) =],
30*
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Indem wir diese Identitit mit L, falten, erhalten wir
(Ly, K, Lz) = A (L, L,);

nun ist die linke Seite nach dem assoziativen Gesetze (72.) des § 1 gleich
(L, Ky, L,), und da auch K,(x) als quadratische Form eine symmetrische
Form ist, folgt (vgl. (5.) des § 1) L,K,(x)=K,L,(z) und das ver-
schwindet wegen (c,.) identisch; daher wird auch (L;, K, L,)=0 und
mithin wegen 40 auch

(Ll! Lz) = O.

Damit und mit Hilfe von (a,) ergibt sich nun, wenn man die Identitét
(by.) mit L, faltet:

AL,=KL,(z),

d. h. auch L, gehort als Eigenform zum Eigenwert A. Bildet man
nun weiter

(by) Kz(:v)=Kl(w‘)—ﬂLz(w)z=K(w)—ZL1(w)2——ZL2(x)2,.
so folgt genau ebenso

K,L (z)=K,L, () =0;

aber es kann K, moglicherweise eine andere zu A gehoérige normierte
Eigenform L,(x) haben, die dann notwendig wiederum eine zu L, und L,
orthogonale Eigenform von K (z) ist:

KLy (®)=4Ly (Ly,Ls)= (Lo L) =0, (LgLy)=1.

Indem wir so immer weiter schlieBen, kommen wir zu einem ganzen
System orthogonaler normierter Eigenformen L, (z), und da dieses (§1, 8. 220)
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héchstens abzihlbar unendlichviele Formen enthalten kann, so folgt not-
wendig, daf3 wir nach endlichvielen oder abzihlbar unendlichvielen Schritten
zu ewmer Form

(3.) Ko(z) =K ()—& L, (x)*+ Ly (%)* + -+ ]

gelungen, die keine zu A gehorige Eigenform mehr hat, wihrend die beschrdinkten
Linearformen L, (), L, (z) ... den Relationen

(42.) LI 1 fiir =u,
A v =
( ) 0 fiir » # u, .
(4bf) KL, (x)=4L,(x), ¢=1,2..)
(4¢.) K,L,(x)=0 =1,2,..)
gentigen.

Es sei nun M () irgendeine zum Kigenwert 4 géhérige Eigenform
von K (z):

(5.) KM (z)=4M ().

Wir entwickeln M nach den Orthogonalformen L,, L,, ... analog wie

man eine willkiirliche Funktion nach Orthogonalfunktionen in Fourserscher
Manier entwickelt, d. h. wir bilden die Reihe:

(M, Ly) Ly (z) + (M, L,) Ly(x)+--

Sie stellt notwendig eine beschrinkte lineare Form dar; denn nach den
Ungleichungen (2.) und (11.) des § 1 ist ihr Quadrat kleiner als

=(M,L,)*- =L, (x)*<(M,M)-Za.
%) ® = ®
Also ist auch die Differenz

(5.) N(z)=M(»)—|{(M,L,)L,(x) + (M, L,) L, (%) ++-+}
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eine beschrinkte Linearform; wir zeigen, daf sie notwendig identisch ver-
schwindet. Denn wegen (4¢.) folgt durch Faltung mit K,():

- K,N (2)=K,M (z).

Tragen wir rechts fiir K, den Wert (3.) ein und beriicksichtigen, dafl
L, (z)?* mit einer Form M (x) gefaltet L, (z) (L,, M) ergibt (vgl. § 1, (52.)),
so folgt:

KN (@)=K M (2)—4 L, (z) (M, L) + Ly () (M , L,) + -] ,
oder wegen (5.) und (5'.):
K,N(z)= AN (z);

N '(:v) wire also eine zum Eigenwert A gehorige Eigenfunktion von K, und
muBl daher — unserer Annahme iiber K,(z) nach — identisch verschwinden.
Demnach folgt aus (5”.)

(¢) = (M, L,) L,(z) + (M, L,) L, (%) 4+,

d. h. jede zum Eigenwerte i gehirige Eigenform wvom K (z) vst ein lineares
Aggregat der Orthogonalformen L, (x), L,(x),... mit Koeffizienten von
konvergenter Quadratsumme — und umgekehrt ist natiirlich jedes solche
Aggregat notwendig eine Eigenform. ‘ '

Wir nennen die L, (%), L, (%), ..., um diese Eigenschaft auszudriicken,
ein ,vollstindiges System zueinander orthogonaler Eigenformen. Es kann
natiirlich verschiedene solche Systeme geben, jedoch folgt unmittelbar
aus ihrer Definition, daB je zwei von ihnen durch eine eineindeutige ortho-
gonale Transformation aus einander hervorgehen:

L;a (w) = %Om'l'r (), Lv (2}) = (‘:.;OML;‘(w).

Speziell enthalten diese Systeme also alle die gleiche endliche Anzahl, oder
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alle abzihlbar unendlichviele Formen — wodurch die Vielfachheit des
Eigenwertes 4 definiert ist.

Alle diese Entwicklungen iibertragen sich unmittelbar auch auf den
bisher ausgeschlossenen eventuellen Eigenwert Null, indem man die Defi-
nitionsgleichung K L (z) == 0 der zugehérigen Eigenformen in

(K + E)L(r)= L(z)

umschreibt; also stimmen die sdmtlichen zum Eigenwert 0 gehorigen Eigen-
formen der Form K mit den sdmtlichen zum Eigenwert 1 gehorigen der
Form K + E iiberein.

Das Resultat dieser Betrachtung ist:

Zu jedem Eigenwert einer reellen beschrinkten quadratvschen Form
gibt es ein bis auf eineindeutige orthogonale Transformationen wn sich be-
stmmtes vollstindiges System zueinander orthogonaler Eigenformen, dessen
lineare Kombinationen (mut beliebdgen Koeffizienten von konvergenter Quadrat-
summe) die simtlichen Eigenformen fir diesen Eigenwert wumfassen. Die
Anzall seiner Formen, die endlich oder auch abzihlbar unendlich sein kann,
hevpt die Vielfachheit des Eigenwertes A.

Ich fasse jetzt weiterhin verschiedene Eigenwerte ins Auge, um ihre
Gesamtheit — das sog. Punkispektrum der quadratischen Form — iibersehen
zu konnen. Es seien 4,,4, zwel verschiedene Kigenwerte, zu denen die
Eigenformen L® (), L®(z) gehoren:

(62.) KI® (x)=4,L"(x) oder Xk, I"=1,0, @=1,2,..)
@

(6b.) KIP(x)=1,L®(x) oder Xk, I®=1,01D. @=1,2,..)
@

Multiplizieren wir (62.) mit , (6b.) mit [’ und summieren jedesmal iiber
p, so werden die linken Seiten wegen der Symmetrie von K (k,=£k,)
einander gleich und es folgt:

Ay SIOID = 3, SIOO
») @)
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und wegen A, i,:

SIPLP = (LY, L%) =o0.
D

Eigenformen, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, sind also zueinander
orthogonal. Da es nun nur abzdhlbar unendlichviele Orthogonalformen
geben kann (§1, S.220), so folgt unmittelbar das wichtige Theorem, daf
jede beschrinkte quadratische Form hichstens abzihlbar unendlichviele Eigen-
werte besitzt. Nehmen wir fiir jeden dieser Eigenwerte das vollstindige
System seiner orthogonalisierten Eigenformen nach dem vorigen Satze, so
erhalten wir das wollstindige System aller diberhaupt zu K (z) gehorzgen
Eigenformen als ein System zueinander orthogonaler Linearformen.

Wir bezeichnen nun alle diese verschiedenen Eigenformen, in eine
einfache Reihe geordnet, mit L, (z), L,(z),..., und die zugehorigen Eigen-
werte entsprechend mit 4,, 4,,..., wobei unter diesen 4,, 4,,... ein und der-
selbe Wert endlich oder gar abzihlbar unendlich oft auftreten kann. Da alle
A, unterhalb einer endlichen Grenze liegen miissen (S.224) und da (%‘ L, (z)

stets konvergiert und unterhalb % x2 bleibt, konvergiert auch (2)‘3., L, (z)
P, v

absolut und man erkennt leicht, dal es eine beschrinkte quadratische
Form (im Sinne von §1,.(4.)), darstellt. Wiederholen wir also den oben
(S. 225 £.1.) fiir einen Eigenwert angewendeten Prozef nun unverindert
fiir alle Eigenwerte, und setzen

(7.) - K (z)=aL,(2)*+ Ay Ly(2)* +--- + Ky (),
wo

1

(72.) (L L) =1 s EL(@) =1L (), KL,(2)=0,

so wird K,(x) eine beschrinkte quadratische Form, die aufler 4 =0 keinen
einzigen Eigenwert mehr hat, Dann und nur dann, wenn K,(z) identisch
verschwindet, bilden, wie man leicht sieht, diese L,, L,, ... ein ,svollstandiges*
Orthogonalsystem im frither (8. 220) definierten Sinne.
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Indem man K,=0 annimmt, kann man gemaf3 der Darstellung (7.)
sofort Beispiele quadratischer Formen bilden, die eine ganz beliebige, nur
wnnerhalb endlicher Grenzen gelegene abzihlbare Menge reeller i-Werte A,
Ay ... zu Eigenwerten haben; man braucht unter Verwendung irgendeines
vollstindigen Orthogonalsystems, beispielsweise des einfachsten mdglichen
L, (x)=wx,, nur zu setzen:

K () :l1L1(x)2+lzL2(x)2+ cee =M af A af 4 o0

Beispielsweise konnen die i, die Menge aller rationalen Punkte eines end-

lichen Intervalles sein, wobei jeder Punkt noch beliebig vielfach verwendet
werden kann.

Kapitel II.
Untersuchung des Streckenspektrums.

§ 3.

Formen ohne Punktspektrum.

Wir haben uns nunmehr mit der Untersuchung der Restform K, (z)
zu beschéftigen, und ich fithre zunachst als einfaches Beispiel *) fiir eine
solche beschrdnkte nicht identisch verschwindende Form ohne einen einzigen
Eigenwert die Form an:

Kx)=z2,+ 2,25+ +--.

Man kann ndmlich die zugehorigen Gleichungen

ooooooo

%(xp,_1+xp+l)—lwp=0 ®=2,3,...)

sofort sukzessive auﬂésen und erkennt leicht, dal im Falle [4|>>1 die

*) Siehe Hilbert 1V, S. 208.
Journal fir Mathematik Bd. 136. Heft 3/4. 31
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sich so ergebenden z,, z,,... immer grofler werden und daher keine kon-
vergente Quadratsumme haben kii_nnen. Ist aber |i|<C1, so setze
man etwa:

A=cost und z,=csint¢,
und findet dann nach bekannten trigonometrischen Formeln

Zy=2cos t-c. sin¢ = csin 2¢,

Zy=2cost-c.8in 2¢t—csint = c¢sin 3¢,
und schlieBlich allgemein:

T, = csin pt; (@=12,..)

aus dieser Darstellung ergibt sich leicht, daf (z)‘zf, stets divergiert.
D

Man bemerkt nun jedoch, daB diese z, eine andere Konvergenz-
bedingung erfiillen, die einen verwandten und doch wesentlich verschiedenen
Charakter hat; es ist némlich eine bekannte Eigenschaft der trigonometri-
schen Funktionen wie iiberhaupt jedes Orthogonalsystems, da die Quadrat-
summe threr Integrale ~

t
. 2
i‘(}/ sin pt dt)

konvergiert. Dies gibt den AnlaB, auch allgemein nunmehr solche Losungen
¢1(4), 95 (2),... der homogenen Gleichungen '

(1.) . 57‘1»4%(7'):3'% () @=1,2,..)

als Funktionen des kontinuierlich verinderlichen Parameters i zu suchen, fiir
die lediglich die Quadratsumme der Integrale nach

(2 2(/ s mary



Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Verinderlichen. 9388

konvergiert; man wird in ihnen einen Ersatz fiir die event. fehlenden Eigen-
formen, bzw. in der Gesamtheit der Werte 4, fiir die solche Losungen
existieren, einen Ersatz fiir die Eigenwerte vermuten diirfen. Dazu wiire
zunichst noétig, daB jene Bedingung orthogonalen Transformationen gegen-
iiber invariant ist, d. h. daB mit den ¢,(1) auch die durch eine orthogonale
Transformation aus ihnen hervorgehenden Funktionen

(3. ¥y () = Z 0, 7y (4)

die gleiche Eigenschaft haben. Hier tritt sofort eine -charakteristische
Schwierigkest auf. Da f“; ¢,(A)* im allgemeinen nicht konvergiert, und die
')

GroBen o,;, 0,3,... einer Zeile des orthogonalen Schemas schlieflich |will-
kiirliche GroSen von nur konvergenter Quadratsumme sind, so wird die
Reihe fiir v, im allgemeinen gar nicht konvergieren und auch an den
Stellen, wo sie etwa konvergiert, keine im gewdhnlichen Sinne integrierbare
Funktion darstellen. Wohl aber folgt, falls die Reihen (3.) etwa gleich-

A A
miBig konvergieren, unmittelbar, daf die GroBen f Y,(A)dA ausden / ¢, (1)dA
. 0 0

— d. 8. GroBen von konvergenter Quadratsumme — durch die gleiche
orthogonale Transformation (3.) entstehen, und daB daher ihre Quadrat-
summie tatsichlich konvergiert. Man konnte freilich versuchen, auch im
allgemeinen Falle mit dem Lebesgueschen Integralbegriff auszukommen,
jedoch wiirden auch da ‘mnoch wesentliche Schwierigkeiten offen bleiben,
und vor allem wiirden kompliziertere Untersuchungen iiber Entwicklung
nach trigonometrischen und allgemeineren Orthogonalfunktionen nétig werden,
wie sie dem Wesen des hier behandelten Problems durchaus nicht ge-
méaf sind. ,

Man kann aber allen diesen Unzutriglichkeiten aus dem Wege
gehen, wenn man in konsequenter Weise ausschlieBlich die Integrale der
bisher genannten Loésungen ¢,(4) bétrachtet, wobei sich dann einige ein-
fache und fiir die vorliegenden Zwecke sehr bequem zu handhabende Ver-
allgemeinerungen des Integralbegriffes als zweckmifBig ergeben werden.
Wir werden nimlich statt der Gleichungen'(1.) die durch ghedwelse Inte-
gration aus 1hnen entstehenden Gleichungen

31*
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o N R 1 .- ‘
(4.) ‘ E.km_/ @A) da = / A, (1) da ®=1,2,..)
: g @ ° - . .

betrachten§ durch eine leich\te\ Umfdrmﬁngr der rechten Seiten wird es
gelingen, sie allein als Bedingungen fiir die Integralfunktionen

(5.) 0,(4) = /‘Pr

zu schreiben, und wir haben dann in ihnen Gleichungen fiir diese Funk-
tionen, die unter der Bedingung der Konvergenz von 2 0,(4)? zu l6sen sind.

Die hierin hegende Verschiebung der Fragestellung 1st berechtigt, da es
ja in erster Linie nicht auf die Losungen der Gleichungen (1.) ankommt,
sondern auf die Wertintervalle 4, in denen solche nicht identisch ver-
schwindende Losungen ¢,(4) bzw. nicht durchweg konstante ¢,(%) még-
lich sind; sie ist aber auch wiitzlich, da wir es nun statt mit den moglicher-
weise dullerst unstetigen Funktionen ¢,(1) mit stetigen Funktionen ¢,(4),
die sogar von Dbeschrinkter Schwankung sind, zu tun haben werden.
Uberdies Liefle sich zeigen,- daB man stets nachtriglich unter Verwendung
der Lebesqueschen Begriffe leicht zu den Differentialquotienten ¢,(4) der
gefundenen g,(%) iibergehen kann, und zwar erfiillen diese dann — wie sich
leicht ergibt — die Gleichungen (1.) im Sinne der ,Aquivalenz® oder
,,;mittleren Konvergenz‘‘*) d. h. das Integral des Quadrates des Restes der
links stehenden Reihen konvergiert gegen Null.

Ich will nun zunéchst, bevor wir diesen Gedankengang durchfiihren,
einige dabei notwendige eigenartige I ntegrationsprozesse nebst ihren ein-
fachen Eigenschaften kurz ohne Beweis zusammenstellen, so wie 1ch sie
bereits in meiner Dissertation**) benutzt habe.

§ 4.
Hilfssdtze iiber gewisse Integrale.
Eine Funktion o(4) einer reellen Variablen A nenne ich, wie iiblich,
monoton wachsend oder kurzweg monoton, wenn fiir 4, > 1, stets ¢ (%) =>9 (1,)

- .. . *) E. Fuscher, ,Sur la convergence en moyenne*. C.R. de ’Acad. des Sciences;
Paris. T. 144 (1907), S. 1022, «
**) Siehe besonders § 5 (8. 25—31)
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ist (streckenweises Konstantbleiben ist also nicht ausgeschlossen). Die
Differenz zweier monotoner Funktionen ¢, (1) — ¢, () = f (1) heiBt nach Herrn
C. Jordan*) eine Funktion von beschrinkter Schwankung (d variation bornée);
sie hat die charakteristische Eigenschaft, daB die fiir jede beliebige Ein-
teilung eines Intervalles a <<i<b durch endlichviele Punkte ,=a,
Ay, Adyyeiihy_y, A, =0 gebildete Summe der Betrige der Zuwichse von Punkt
zu Punkt:

S|4t @)= 2| —F ()|

unter einer festen von der Wahl der Einteilung unabhingigen Grenze bleibt.
Ist f(z) obendrein noch stetig, so hat diese Summe fiir jede Folge solcher
Teilungen, deren groBtes Intervall gegen Null konvergiert — d. h. genau
bei dem das gewohnliche Integral definierenden GrenzprozeB — einen wohl-
bestimmten von der speziell verwendeten Teilungsfolge unabhanglgen Grenz-
wert, den man passend durch

(1) /ldf D= L Z|44()]

Ag=0"

bezeichnet und Gesumtschwankung wvon f(z) tm Intervall (a,b) nennt; er
ist eine stetige Funktion der oberen Grenze b**).

Ist nun u(4) irgend eine weitere stetige endliche Funktion und wihlt
man bei dem beschriebenen Grenzprozel in jedem Intervalle 4, , <<i<Ti,
lrgendemen Wert w; dieser Funktion, so folgt aus der Existenz von (1.)
unmittelbar auch die Existenz des folgenden im gleichen Sinne zu
verstehenden integralartigen Grenzwertes **¥):

b

2) L Zwai@)- f w (k) df ()

zl=-0

*) Cours d’analyse. 2. éd. (Paris 1893), S. 541t :

**) Beweis bei Lebesgue, Legons sur l'intégration, (Paris 1904), S. 62fE.

**¥) Solche Integrale wurden bei verwandten Untersuchungen schon frither be-
nutzt, besonders von Stieltjes, ,Recherches sur les fractions continues’. (Annales de
la Faculté des Sciences de Toulouse T. VIII (1894) = Mém. prés. par div. sav. 3 1'Acad.
des Sciences. Paris. T. XXXII No. 2.)
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er stellt eine stetige Funktion beschrinkter Schwankung der oberen Grenze
dar. Ist u(4) selbst gleichfalls von beschrinkter Schwankung, so folgt
leicht die Formel der ,,Produktintegration‘:

~b

(3 S u(d) dpa) = [u@) fE—/ F(2)dua).

a a

Ist von f(4) nur Stetigkeit bekannt, so kann diese Formel zur Definition
des linken Integrales dienen.

Ist speziell in einem ganzen Intervalle w(4) >m >0, so leitet man
aus (2.) oder (3.) ohne wesentliche Schwierigkeit die Umkehrungsformel her:

A ‘ 1
(4) -t = ER LR [,

a

wo By =/ u(t) af(a).

a

Ubrigens kann man jedes Integral (2.) als Differenz zweier ge-
wohnlicher Integrale entsprechend der Zerlegung von f(4) in die Differenz
zweier monotoner Funktionen ¢ (i) darstellen. Denn die Inverse 4= 1(g)

besitzt hochstens abzihlbar unendlichviele (den Konstanzintervallen von g(4)
0®)
entsprechende) Unstetigkeitsstellen; daher existiert / u(L(0))do im ge-

o)

b
wohnlichen Sinne und ist offenbar gleich f w(i) do(R).

Wesentlich iiber den Rahmen dieser Begriffe hinaus geht jedoch
ein weiterer zuerst in meiner Dissertation aufgestellter integralartiger Grenz-
prozef, den wir im folgenden brauchen werden. Es seien g (1), h (1), hy(4)
monotone, endliche und stetige Funktionen, und f(4), f,(4) zwei weitere
Funktionen, fiir deren Zuwichse in einem jeden betrachteten Teilintervalle
4 die Ungleichungen

(5.) (4N dgdh, (4h)}<dg4h
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gelten. Dann*) ist f (1) notwendig stetig und von beschrinkter Schwankung,
und es existieren fiir jede Folge von Teilungen des Intervalles (a,b) in
eine wachsende Anzahl gleichméBig immer kleiner werdender Intervalle
4y,...4, — d. h. wiederum genau bei dem das gewohnliche Integral de-
finierenden Grenzprozesse — die wohlbestimmten, von der speziell ver-
wendeten Teilungsfolge unabhingigen Grenzwerte (,,Integralec):

. L LAY _ @by
(5.) 4 -A_{; ‘i 4 (l) / dg(l) 4
AfW AL _ [ D) df D)
(8%) L M = e

Dabei sind event. Konstanzintervalle 4,9=0, in denen wegen (5.) auch
4;f=0 ist, nicht zu beriicksichtigen. Diese Integrale sind nun als Funk-
tionen der oberen Grenze stetig und sogar von beschrinkter Schwankung,
und es gelten die Ungleichungen:

8 (f(@)—7 () af(ay
(6%) 9@ —g(®) ~<-/ gy =HO—h@)

b 2 b o ,b . _
<6,b.>{/ 9%%@}3/ LS UCE < (b )—h(a)) (s ()i (@)

‘Setzt man an Stelle von (5.) nur voraus, dafl die Summen (5%.) sdmtlich
unter einer endlichen Grenze bleiben, so kann man das Integral (52.) als
ihren - Limes superior definieren; man kann jedoch — falls nur f(i) und
g(A) stetig sind — leicht zeigen, dafl auch dann das Integral genau im
oben angefithrten Sinne als eigentlicher Grenzwert und mit genau den
gleichen Eigenschaften existiert **).

*) Siehe Dissert. S. 27—29.

*¥) Zum Beweise bemerke man, daB der Limes superior jedenfalls eine monotone
Funktion h(b) der oberen Grenze darstellt, fiir die (o4 f)? < 49 4k gilt; bildet man
nun durch Subtraktion der (hochstens abzahlbar unendlichvielen) Spriinge aus h () eine
stetige Funktion h,(}), so folgt durch einfache Abschitzungen auf Grund der Schwarz-
schen Ungleichung, daB auch (4f)*< dgd4h, ist, d. h. dle Bedmgung (6.) ist tat-
gichlich erfiillt.
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Durch Kombination der Begriffe (2.) und (5. ) erhilt man weiterhin
die Existenz der Grenzwerte *)

) I % M=/bu( NOVAD

o t=1 . 4ig(2) dg (%)
o=

b
- / / df(;; zl{ (1).

Endlich sei noch die Bemerkung nachgetragen, dafi, falls die
Funktionen f, ¢,... stetig differenzierbar sind, die Integrale (2.), (3.), (5.),
(7.) in unmittelbar ersichtlicher Weise in gewodhnliche Integrale der Diffe-
rentialquotienten dieser Funktionen bzw. von Produkten oder Quotienten
aus ihnen iibergehen.

Wir werden diese Begriffe in der Folge besonders in ganz be-
stimmtem Zusammen'hange anzuwenden haben. Es seien g¢,(4), ¢2(4),...
stetige Funktionen, derart dafl % 0, (A)* konvergiert und eine stetige, endliche

Funktion von A darstellt. Dann konvergiert die beschrinkte Linearform
(8.) ‘ P(l;x)=%pp(l)mp

fiir jedes Wertsystem der z, von konvergenter Quadratsumme gleichmiBig
in 4 (§1, S. 215) und stellt daher eine stetige Funktion dar, deren Integral
durch gliedweise Integration gewomnen werden kann; fiir jede Funktion
u(4) von beschrinkter Schwankung folgt daher

S rw e ==q, / oW du ),

oder durch Anwendung von (3.):

*) Siehe Dissert. S. 60.
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(9.) ./Aza(l)dP(l; m)=fxp./lu(l)dgp(l),

a a

und das eine wie das andere Integral stellt offenbar eine beschrinkte
Linearform dar.
Wir fiigen nun die Annahme hinzu, dal — unter g, (1) eine bestimmte

b
monotone Funktion verstanden — die Integrale / % existieren
. 0
und- fiir alle der Ungleichung (2.)‘ x2 <1 geniigenden Wertsysteme unterhalb
= Tp =
. . : C e bdf
1 bleiben. Ist dann f (1) irgendeine Funktion, fiir dle de, existiert, so ist stets
Qo
df (i) dp (&; ar;) df (%) deyp (%)
10. —T = =2 =
(10. S e Gt / Iov ()

eine beschrinkte Linearform der z,. Denn fiir eine Einteilung des Inter-
valles (a,b) in n Teile 4,,...4d, ist jedenfalls

a > 4if(2) 4P (Asz) 3 A,f(l) diep (4)
(1'0 ) z":'l 400 (}-) 5 ;21 i, (1)

: ' b b 1 b 1
eine beschrankte nach (6.) unterhalb < _/ % ‘g*:—z)z = (./ %‘2)2
% 0 3 0 a 0

blelbende Form der z,; also muB die Quadratsumme der Koeffizienten unter-

halb f fz bleiben. Da nun obendrein bei gleichmaBiger Verkléinerung

der Tellmbervalle fiir ]edes P

3 AL ey (3) _ [ Af(2) dey (1)
dimo =1 (D) dey (4)

n=a

existiert, so kann fiir jedes feste Wertsystem der #, nach (3.) des §1 der
Journal fiir Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. _ 32
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Grenzwert der rechten Seite von (102.) gliedweise gebildet werden, womit
tatsachlich (10.) folgt.
Mit Hilfe von (9.) und (7.) folgt aus (10.) unmittelbar

b b N
/u(l) df()")dp(l x) pr /u(l) df(l)d(’p(/“),

11.
() dod) Ty doa(d)

durch zweimalige Anwendung dieser Formel ergibt sich, daf§}

@Plsa)f _ o 0 dey(B) dey(B)
ERRTORGA (pz;)wpwq/ u(y) Do

eine beschrinkte quadratische Form der x, darstellt, fiir die die zugehérige
Bilinearform bzw. die Faltung mit einer Linearform L (z) gegeben ist durch

b . . b .
(a2e) [ w) LEEDIRED b, S ua) dp(*’gzod((g”%L).

a

§ 5.
Eigenschaften der Differentiallés-zmgén.

Mit diesen Hilfsmitteln kniipfen wir nun an die Fragestellung des
§ 3 an. Wir fragen nach solchen abzdhlbar wunendlichvielen stetigen
Funktionen ¢,(1), 0;(%),... des reellen Parameters 4, fiir deren Zuwéchse
40,=0,(%)—0@,(4) in jedem Intervalle 4=(4,,4,) die wunendlichvielen
Gleichungen

(1) %k””do 2') —/kd@p (r=1,2,...)

bestehen, und deren Quadratsumme obendrein gegen eine stetige endliche
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Funktion von A konvergiert:
(2.) 2R =00(R).

Das entspricht tatsichlich genau den Gleichungen (4.), (5.) des § 3, denn

dep

wenn . = ¢,(4) speziell als stetige Funktion existiert, geht (1.) nach der

Bemerkung von S. 238 genau in (4.) iiber. Natiirlich ist dadurch jedes
0,(4) hochstens bis auf eine willkiirliche additive Konstante bestimmt, die
wir etwa so normieren kénnen, daB fir 4 =0 alle o,(1) verschwinden.

Nun ergibt sich leicht, daB die Intervalle 4 der A-Achse, in denen
die Losungen 4¢, von (1.) nicht simtlich verschwinden, einen orthogonal
wnvarianten Charakter haben. Denn multiplizieren wir die Gleichungen (1.) mit
Variablen z, von konvergenter Quadratsumme, summieren iiber p und
fithren wieder die beschrinkten Linearformen .

(3.) P(l;x)=%gp(l)zp, AP(l;x)za})’z]@p(}.)xp

ein, so folgt unter Beriicksichtigung von (9.) des §4 und unter Benutzung
der Faltungssymbole des §1 (8. 216):

(1)

(4.) K 4P (;2)— [ 1dP(152)=o.

Aus der Kovarianz des Faltungsprozesses bei orthogonaler Trans-
formation (§1, (13.)) folgt nun unmittelbar, daB fiir eine orthogonal trans-
formierte Form K’(z’) die Koeffizienten o, der durch die gleiche Trans-
formation aus P(4;z) hervorgehenden Form P’(i;z’) Losungen der ent-

sprechenden Gleichungen sind; da wegen der Orthogonalitit der Trans-
formation jedenfalls 5)7 4¢; = (%)‘ d o) ist, so unterliegen sie der gleichen

Konvergenzbedingung (2.) und verschwinden dann und nur dann fiir ein
Intervall 4 simtlich, wenn alle 4p,=0 sind.
‘ 32°
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Es erweist sich nun bequem, statt von dem System der Zuwéchse
A4¢,(4) bzw. der Linearformen 4P(i;z) fiir alle moglichen Intervalle 4
der A-Achse symbolisch von den ,,Differentialen de,(1) bzw. den
inearen Differentialformens dP (i;x)= %dgp(l) x, zu sprechen*), die wir

beschrankt nennen, insofern die Konvergenzbedingung (2.) erfiillt ist. Dem-
gemdB schreiben wir an Stelle von (1.) und (4.)

(1) %;kmdgq(l)~ldpp(l)=0, @=1,2,..)

4") KdP (A;2) —AdP(A;2)=0,

und sagen kurz, die Differentiale do, (1) geniigen den gewohnlichen homogenen
2u K—AE gehorigen Gleichungen, bzw. die Differentialform dP(i;z) st
eine 2um Werte & gehorige ,,Eigendifferentialform« von K (z); natiirlich soll
das lediglich ein kurzer Ausdruck fiir den durch (1.) bzw. (4.) dargestellten
Sachverhalt sein; denn im allgemeinen braucht ja der Differentialquotient

%gf oder gar g—'.:— nicht zu existieren, und einen eigentlichen Sinn haben

eben nur die integrierten Gleichungen (1.) (vgl. § 3). Wir sagen, da8
dP(i;x) an einer Stelle i identisch verschwindet, wenn fiir jedes sie ein-
schliefende Intervall 4P(A;z) identisch verschwindet.” Dann ergeben
unsere bisherigen Betrachtungen offenbar, daf die Gesamitheit der Stellen,
fiir die K (z) micht wdentisch verschwindende beschrinkte Euigendafferential-
formen besitzt, allen orthogonalen Tranmsformationen gegeniiber invariant ust;
diese Punktmenge, die, wie sich zeigen wird, die Machtigkeit des Kontinuums
besitzt, heilt nach Herrn Hilbert, der ihre Existenz zuerst nachgewiesen
hat**), Streckenspektrum oder kontinuerliches Spektrum der Form K.

Wir leiten nun die fundamentale Eugenschaft der Eigendiﬁerential?
formen her, die der Orthogonalitdt der zu verschiedenen Eigenwerten ge-
horigen Eigenformen entspricht***). ~ Wir betrachten die zwei getrennt

*) Vgl. meine Dissertat. S. 21, 74.
**) Hilbert IV, S. 172.
**) Einen analogen Beweis gibt Herr Weyl (Math. Ann. 66, S. 296) gelegentlich
der Ubertragung des bereits in meiner Dissertation aufgestellten Begriffs der Differen-
tiallosungen auf Integralgleichungen.
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liegenden Intervalle (0,4,) und (u,, u,) des Streckenspektrums:
0<Tdp<Tp, < iy,

fiir die die Gleichungsysteme gelten:

4
%km@q(l )= / }'d@p(l), (p=1,2,..)

0

My . .
%kpq {@q(.u’l) —;—Qq (Au'l)} :./ tu’d@p (ALL) . (p=1,2,...)

My

Indem wir sie mit {g,(u.)—o,(x.)} bzw. g,(4,) multiplizieren und
iiber p summieren, erhalten wir wegen der Symmetrie von K (die Ver-
tauschung der Summationsfolge links ist erlaubt, da die ¢, Wertsysteme
von konvergenter Quadratsumme sind):

% {0y () — 0, (1) }f Ado,( 2@,,(1- f udo,(u).

Fithren wir nun die Faltung der beiden Formen P(4;z), P(u; %) ein:

(5.) 20,(1) 0, (1) =E (1, u),

V2]

S0 géht die letzte Gleichung nach (9.) des § 4 iiber in

(6.) ‘/‘lldl{E(l,.u.z)——E(l,‘ul)} = "ud#E(ll,‘u),

0 “

wo der Index am Differentiationszeichen die Variable anzeigt, nach der
integriert werden soll. Nach (3.) des § 4 und unter Benutzung des ge-

wohnlichen Mittelwertsatzes der Integralrechnung konnen wir die rechte
Seite umformen in
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. - U
UaE (e, 1) — s E(Ayy pir)— f E(h, 1) dus

M

;= M {-E(lu #2)"‘E (11’ ,“1)} + (Mz_l‘l) {E(lu #1)_E()~1, E)},

wo u einen Wert zwischen u, und u, bezeichnet. Damit geht (6.) iiber in

/ll(uz_l)d {E(l ,ug) —E (4, !«"1)} E(ll,(_l)—E(luﬁh),

g — g

und hieraus folgt, da im ganzen Integrationsintervalle 0<<1<CT4, der Faktor
Wo—Ah >y —Ai; >0 bleibt, nach (4.) des §4:

(7.) E (A4, 1t2) —E (Ay, pty) :/ d{ER,u)—E, Ml)%

M2— Uy rd py—4
_E(h,u)—E (A4, ) _f‘% E(A,u)—E,m)}dA
po—4Ay ° (Ha—A) )

Nun fithrt eine einfache Abschitzung zum Ziele. Es ist némlich nach
der Schwarzschen Ungleichung:

{E(l,;ﬁ)——E(}., .“1)} <29p(1) {(’p(/") 911(;“1)}2;

aus der Tatsache, dal jedes einzelne ¢,(«) und (2.)‘ 0p (w)? stetige Funktionen
P

von w sind, folgert man ganz leicht, daB der zweite Faktor rechts beliebig
klein wird, wenn u gegen u, konvergiert, und daher wird dann auch
E(4, u) —E(4, u,) unabhingig von i beliebig klein. Also folgt aus (7.),

stets unterhalb

da u gleichzeitig mit w, gegen u, konvergiert und p 1 7
—

einer endlicﬂén Grenze bleibt:

L E (A1, s) — E (A1, 1) =0:
M2t 3

Hy=y,
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mit andern Worten, die Funktion E(4,, #) von s besitzt an jeder Stelle
1>, die Ableitung 0 nach w, d. h. sie hat fiir alle diese Stellen bei
festem A, denselben von u, unabhingigen Wert; da sie aber gewil auch
noch an der Stelle u =1, eine stetige Funktion von u darstellt, ist dieser
Wert gleich E(44, 4;). Wir haben also schlieBlich, da auch 1, eine will-
kiirliche Stelle war, unter Beriicksichtigung von (2.):

(8)  E(u)=Ze,1)e(w)= Ze,(f =eo(d) fir u>1.

Um die hiermit gewonnene charakteristische Eigenschaft iibersicht-
licher auszudriicken, schlieBen wir aus ibr zunichst fiir die Zuwichse
4,0,(%) in irgendeinem Intervalle 4,<T4<Tu,:

(82.) % (4, 9p)2= 5; {pp(lul)—pp(ll);2= 0o(1)—200(1,) + 00 (A1) = 4, 00.

Ist ferner 4,(i,<<A<Tu,) ein zweites ganz oberhalb 4, liegendes Intervall
(u1<<4,), so folgt ahnlich:

(Sb) %;410,, 4297:: 5'; k)p(lul)_gp(ll)‘ Lop (-“2) —0 (12”
= Qo (#1) — @0 (1) —Qo(}1) + 00 (A1) = 0.

Bezeichnen wir endlich mit 4,4, zwei ganz beliebige Intervalle und mit
Ay, 5 ihren gemeinsamen Teil, so erhalten wir aus (82.) und (8b.) unmittel-
bar durch entsprechende Zerlegung der Differenzen 4,¢,, 4,0,:

(9.) gdlepdz(’p:(f’lp, 43P)=dy, 50,

wobei 4 5 0,=0 ist, wenn 4,,d, keinen Teil gemein haben. Hierin sind
offenbar (8.), (8%), (8b.) als Spezialfille enthalten, und der bequemste
Ausdruck der charakteristischen Eigenschaft ist damit gefunden.
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‘ Wir konnen (9.) als Eigenschaft der durch (4.) definierten Linear-
formen 4P (A;x) so aussprechen: Die zu zwes getrennt liegenden Intervallen
d,,d, gehirigen (4.) geniigenden Formen sind orthogonal, indessen sind sie
so normiert, daf} die Quadratsumme ihrer Koeffizienten mnicht gleich 1,
sondern gleich der zugehorigen Differenz der Fumktion (i) ast:

(93'-) (dip’ 4,P)=4,0,.

Mit der oben eingefithrten symbolischen Sprechweise werden wir das kiirzer
als Eigenschaften der ,Differentialformen‘ dP (4; z) ausdriicken:

X 0, wenn A= u,
(10.) (dP(4),dP(u))=
doo(A), wenn A=y,

und werden demgemall das System der Differentialformen dP (; ) ein
System orthogonaler Differentialformen sowie die fiir ihre Normierung maf-
gebende Funktion ¢,(4) seine Basisfunktton nennen. Unser Resultat ist
dann, daB die zu den wverschiedenen Stellen des Streckenspektrums gehirigen
Eigendafferentialformen einer beschrinkten quadratischen Form zueinander
orthogonal sind. , '

Wir konnen im AnschluB hieran leicht zeigen, daff das Strecken-
spektrum notwendig ganz im Endlichen und zwar zwischen Mazvmum und
Minvmum von K (x) gelegen ist — genau wie es fiir das Punktspektrum
galt. Denn multiplizieren wir etwa die Gleichungen (1.) mit Zg,(4) und
summieren iiber p, so folgt unter Beriicksichtigung von (9.) des § 4 aus
der Orthogonalitidtseigenschaft (da 4,<T4<T4,):

A

2k, Ao, 4o, =
(p,?) ve 4 0p 40, ,1‘/‘

s ) s
i S0, (i)=/ 1doo(h).
A .

Nun steht links der Wert der quadratischen Form K (z) fiir die Variablen
&;=40,(4);, deren’ Quadratsumme Jg, ist; die rechte Seite ist wegen
der Monotonie::von; ¢, (1) gleich einem Mittelwerte % im Intervalle (A, A3)
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multipliziert mit 49, = X(49,)*. Also nimmt die Form K (z) unter der
Nebenbedingung =a2=1 den Wert 4 an und kommt daher, da wir 4
beliebig klein nehmen kénnen, jedem Werte im Streckenspektrum beliebig
nahe; damit ist wegen der Beschrinktheit von K die Behauptung bewiesen.
— Ahnlich kénnte man nun iibrigens noch direkt zeigen, daB ein Strecken-
spektrum aus komplexen Werten nicht atftreten kann.

Wir miissen nun zunichst einige Hilfsbetrachtungen einschalten:

§ 6.
Systeme orthogonaler linearer Differentialformen.

Ich bemerke zunédchst, daB die sdmtlichen Koeffizienten g¢,(4)
bzw. dg,(i) unseres Systems ebenso ein zweidimensionales (von 2 Vari-
ablen p, 4 abhéingiges) Schema darstellen, wie die Koeffizienten 7, der
frither betrachteten Systeme abzdhlbar unendlichvieler normierter Ortho-
gonalformen L,(z). Nur durchliuft jetzt der eine Index A einen konti-
nuserlichen Wertevorrat — einen Teil der reellen Achse —, wiahrend vorher
beide Indizes gleichmaBig die abzdhlbare Reihe der ganzen Zahlen durch-
liefen. Im Grunde ist diese Abweichung aber nur eine scheinbare, da fiir
jedes p die kontinuierlich vielen Werte g,(2) eine stetige Funktion von 4
bilden sollen und daher bereits durch abzihlbar viele Angaben bestimmt
sind. ' Infolgedessen werden wir tatsichlich Resultate erhalten, die den
fir jene abzahlbaren Systeme geltenden Sétzen ganz analog sind.

Aus der unser System definierenden Relation

(1.) (AIP’ 42P):f::)dl(’pd2pp: a,2 %

schlieBen wir zunichst, wenn 4, = 4, ist, dall stets 49,0, d h daf die
Basusfunktion notwendig monoton ist; ferner folgt, dal in samtlichen Konstanz-
intervallen von g,(1) simtliche g,(1) konstant d. h. samtliche 4P (i;2)
identisch Null sind. Die Gesamtheit der Stellen, an denen die Differential-
formen dP(4; z) (im Sinne von S. 242) nicht identisch verschwinden, d. h.
das ihnen zugehorige Streckenspektrum, ist also identisch mit der perfekten

Punktmenge, die von der reellen A-Achse nach Abzug der inneren Punkte der
Journal fiir Mathematik Bd. 136. Heft 3/4. ' 33
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hochstens abzahlbar unendlichvielen Konstanzintervalle von .g,(4) iibrig
bleibt; sie hat als solche notwendig die Mdchtigkeit des Konttnuums.

Wir bilden jetzt aus unseren orthogonalen Differentialformen das,
was der Quadratsumme beschrankterr Orthogonalformen analog ist. Sind
dy,...4d, irgend n getrennte Teile eines Intervalles (a,b) der i-Achse, so

~

sind die » Formen

A4P(hyz)  ( digp(R)
Vao® ~ BV e

(i=1,2,...n)

wegen (1.) n orthogonale normierte beschrinkte Linearformen. Also ist
nach einem bekannten Satze (§1, (11.)) ihre Quadratsumme:

n i P (A @) 2
i=1 4»90(3-) :%mp'

Da das fiir alle Teilungen des Intervalles (a, b) gilt, und die obere Grenze
(2)‘ #? von der Wahl der Teilung unabhingig ist, folgt aus § 4 (8. 237) in
2

dem dort definierten Sinne die Existenz des Integrales:

(2.) /,(d P2 _ 3 g q/ doWdea(®) - 5,

& F(Asx) 2
d oo (l) @, q) d g, (1) =w 7’

das zudem nach (12.) des § 4 eine beschrinkte quadratische Form der z,
darstellt.
Nachdem so die Existenz dieser Integrale garantiert ist, verstehen

/ Yy U ’ b g o
wir unter-f eine beliebige Funktion, fiir die nur / gf existiert; dann
Qo

folgt aus (10.) des § 4, wenn wir darin fiir z, die Werte o,(4,) an 1rgende1ner,
Stelle 2, des~Intervalles (a b) setzen:

: b df(l)d{a(’p(l)e’p(lx)}
df(A)de,(1
(3.) 291)(2' )f f(dZJO((;)( : :a/»‘ : on(}') =i,
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da nach (1.)(%‘@,,(2.)919 (4;) gleich g,(4) bzw. @,(4,) ist, je nachdem l‘\<x}.1

oder A>>1, ist. Wir konnen diese offenbar absolut und gleichmfi.Big kon-
vergente Reihe als Entiwicklung von f(4,) nach den Funktionen g,(2)
bezeichnen. — Bedeutet f,(4) eine zweite gleichartige Funktion wie f(1), so

. - b
wenden wir wiederholt die Formel (10.) des § 4 an, indem wir », = / dfides

0

und daher nach (3.) P(4; z)=/f,(4) setzen; wir finden dann:

Y aF Gy de, (B [Udf (A dep (B [Uaf () dfi(h)
(4) %f T < T dend) =/ L,

Diese Formel ist der Orthogonalitidtseigenschaft (1.) vollig dquivalent, und
zwar ergibt sich (1.) sofort aus ihr, wenn wir f(1) in 4,, f,(4) in 4,
gleich g,(4), und f(2) auBlerhalb 4, sowie f,(A) auBerhalb 4, konstant
setzen, ‘

Man kann nun zu jeder beliebig, nur als monotone stetige Funktion
gegebenen Basis g, (L) ein solches System orthogonaler Differentialformen leicht
bilden. Es sei der Bequemlichkeit halber g,(a) = 0, g,(b) = 1 angenommen,

was keine wesentliche Einschrinkung ist, und es modgen die stetigen
Funktionen ¢, (¢), ¢, (t),... ein sog. ,,vollstdndiges Funktionensystem‘ fiir
das Intervall 0<<t<C1 bilden, d. h. es bestehe fiir je zwei willkiirliche

nur abteilungsweise stetige Funktionen wu(¢), v (¢) die Relation:

1

6) 50fu(t)¢,,(t) d f o) g, (0t =f u(t)o(t)d.

0

Solche Sysﬁeme kann man leicht bilden*); ein einfachstes Beispiel sind be-

kanntlich die trigonometrischen Funktionen ¢, (t) =V2sinapt. Dann stellen
die Funktionen :

~oo(d)

(5.) o) =/ @, (t)dt

0

*) Vgl. etwa Hilbert V, S. 442ft.
33*
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die Koeffizienten eines Systemes orthogonaler Differentialformen dar; denn
setzen wir u () =u(@o(4)) gleich 1, wenn 4 in 4, variiert, sonst aber gleich
0, und ebenso v(t) =v(@o(4)) gleich 1, wenn i in 4, variiert und sonst
gleich 0, so geht (5.) unmittelbar in die definierende Relation (1.) iiber.

Man wird ein System linearer Differentialformen wvollstdndig nennen,
wenn die Ungleichung (2.) fiir alle z als Gleichung erfiillt ist:

(P (@)r dep (2) deq () _ 0 (p*9q)
(*) (D fp";w Odr/  deu(®) ”d””‘{l (p=9)-

Das soeben konstruierte besondere System wird auch vollstindig, wenn
man den ¢, noch die Relationen:

Ve 0 (p+9)
7. d —_— (y p—ri

auferlegt; denn aus (52) ergibt sich unmittelbar nach dem Mittelwertsatz,
da die verallgemeinerten Integrale (6.) diesen gewdhnlichen Integralen
gleich sind. :

Mah nennt gewdhnlich die Gleichungen (5.) die Vollstandigkeits-,
(7.) die Orthogonalitatsrelationen, also gerade umgekehrt als die Benennung,
zu der wir hier naturgemaB gefithrt werden. Man denkt sich namlich
dabei gerade alle Werte ¢,(4) fiir einen festen Index p zu einem Indivi-
duum, einer Funktion, zusammengezogen, wihrend wir hier gerade alle Werte
0,(*) bzw. dg,(4) fir eine feste Stelle 4 zu einem Individuum, einer
Differentialform, zusammenfaBten. Beides ist gleich berechtigt, ebenso wie
man aus einem gewﬁhnlichen abzihlbaren orthogonalen Schema (/,,) sowohl
die Formen L, = 2 loq@,, als auch die L, = %‘ l,%, bilden kann; nur ist das

Resultat 1mhvorhegenden Falle duBerlich von etwas verschiedener Form,
da nur noch der eine Index p des Schemas abzihlbar viele, der andere
jedoch kontinuierlich viele Werte durchlauft. ‘Jedenfalls sind aber auch
hier Orthogonalitits- und Vollstindigkeitsrelation ihrem Wesen nach gleich-
artige, nur in der Auffassung unterschiedene Relationen; die Erfiillung



Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Verdnderlichen. 9251

der einen von ihnen zieht stets eine gewisse Ungleichung als notwendige
Folge nach sich, die — wenn sie in eine Glelchung ubergeht — die andere
liefert.

Wir wollen nun endhch noch gleichzeitig: ‘mehrere ‘in " demselben
Intervalle. der - Achse deﬁmerte Systeme ortkogonaler szferentzalformen
P@(4; z) = 29“‘)(1)::; mit den Basisfunktionen o (4) (a 1,2;..:) in Be-

tracht z1ehen die auBerdem noch samtlich untereinander. orthogonal sein
sollen, d. h.

0 fir /3
(8.) . (JIP(a)’dzp(ﬂ))___%‘JlQ;a)Jz‘,;ﬂ):’ : S
| 68" Tiir a=.

Da demgemiiB die fiir getrennte Intervalle 4; oder verschiedene Ipdizés o

gebildeten Linearformen ein System beschrinkter normierter Ortho-

; P¢
Vi@
gonalformen bilden, so kénnen wir durch Wiederholung des Schlusses von
S. 248 folgern, daBl jede Summe von endlichvielen oder abzihlbar
unendlichvielen Integralen, deren jedes nach (2.) aus einem der Systeme
P@®(a;x) gebildet ist, konvergiert und eine der folgenden Ungleichung ge-
niigende quadratische Form darstellt:

(9.) , a=1, ;,...a de@(1) g%wi.

Weiterhin -aber konnen wir hieraus oder auch direkt aus dem fiir be-
schrinkte Orthogonalformen geltenden elitsprechehd'en Satze (§1, 8. 220)
schlieBen, daB es in jedem Intervalle 4= (a,b) der A- Achse hichstens ab:
zihlbar unendlichviele solche micht identisch verschwindende aufemamler
orthogonale Systeme orthogonaler Differentialformen geben kann. Denn da
4§ =0{? (b)—0{(a) jedenfalls ‘von Null verschiedeni ist, hiitten wir in
AP@(d;x)
Vdo®
dende normierte beschrinkte Orthogonalformen

sonst mehr als abzahlbar ﬁrfendlichviele nicht identisch verschwin-
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§ 7.
Die Intégmlddrstellung der ’q'uadmtz'sche‘n Form fir das Streckenspektrum.

.. Wir fahren nunmehr in- den Betrachtungen von § 5 fort, und zwar
gestatten uns die inzwischen gewonnenen Hilfsmittel, das in § 2 (8. 225if.)
bei den, Punkteigenwerten eingeschlagene Verfahren ganz genau zu iiber-
tragen, wenn wir uns jetit zur Frage mach den simitlichen in einem Inter-
valle (a,b) moglichen Eigendifferentialformen von K (x) wenden. Es sei also
dPW(4;x) irgend eine solche mit der Basisfunktion gf°(4):

(a1.) KJP(”(J. x) szPw (233), Wo (4,PD, 4,PO)=d , 00,
(4)

so bilden wir die nach (2.) des § 6 und (12.) des § 4 beschrinkte qua-
dratische Fopm_ ‘

4P (2
(br) Ku)=K (o ) 11000

Sie hat sicher d P®(4;2) nicht mehr zum Eigendifferential im Intervalle
(a,b); denn zufolge (122.) des § 4 wird fiir jedes Intervall 4= (4,,4,)
innerhalb (a,b):

d PO (A;z)d (PO (), 4PW)
de{® () ’

b
K, 4PO (0)=K 4PO(z)— [ 2

und da wegen der Orthogonalititseigenschaft (P®(1), 4P®) unabhingig
von A ist, wenn 4 auBerhalb 4 variiert, andernfalls aber gleich gf?(1)—ef"(1,)
ist, so folgt

(e;.) K, JP“’(x KJP(I)(:I}) fl.dP(" A;2z) =0 wegen (a,).
: , Z)

Nun kann allerdings K, moglicherweise noch andere Eigendifferentialformen
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dP®(i;x) im Intervalle (a,b) besitzen, die dann ein System orthogonaler
Differentialformen, etwa mit der Basis of”(4), bilden:

(a2.) Kldp‘z’(l;w)=z41dp‘2’(l;w), wo  (4,P®, 4,PP) = 4,50

Falten wir diese Identitit mit 4,P®(;z), wo 4, irgendein zweites Teil-
intervall von (a,b) ist, so verschwindet in Riicksicht auf die Symmetrie
der Form K, wegen (c,.) die linke Seite identisch, und es folgt, wenn wir
noch die rechte Seite nach (9.) des § 4 umformen:

0= f1d(P® (1), 4,P®).
()

Da dies fiir jedes Teilintervall 4 von (a,b) gelten soll, muBl der Integrand
identisch verschwinden (vgl. §4, (4.)), d. h. fiir je zwei Teilintervalle
A,4, gilt:

(4P®, 4,P®) =0.

Falten wir nunmehr (b,.) mit 4P®, und behandeln den Integralbestandteil
genau wie oben, so ergibt er dieser Identitit zufolge Null, und unter
Beriicksichtigung von (a,.) bleibt

J1dP® (4;0)= K 4P® (1;3),
{4)

d. h. dP®(a;z) gehort als Eigendifferential fiir das Intervall (a, b) auch zu

der urspriinglichen Form K (x).
Nun bilden wir weiter nach demselben Verfahren die neue be-

schrinkte Form

_x AP (L) _ o - 7 (@PW (& d PO (1; 2))?
Hale) =Hate) f l(“d+(1;c»—" (w)—.,f i dem((zt;c»2 f L (25(1;0) \
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fir die sofort ebenso’ "

K, APV (;2) =K, 4P®(d;2) =0
folgt. Wohl aber kann K, moglicherweise ein weiteres System von Eigen-
differentialformen dP® (i;z) haben, das dann notwendig auch ein zu dP®
und ' dP® orthogonales Elgendlfferentlalsystem von K selbst fiir das Intervall
(a,b) ist. :

So fortschlieBend erhalten wir ein ganzes System zueinander ortho-
gonaler Eigendifferentialformen P (i;x), und da es deren nur abzihlbar
unendlichviele geben kann (vgl. 8. 251), so muBl unser Verfahren nach
hochstens abzdhlbar wunendlichvielen Schritten ein Ende erreichen: wr
miissen schlieflich zu einer Form

. ‘ ) : d P@(A;x))?
(1) . .K( ) 2 / }'( d“é(a)(;)c))

a12

gelangen, die fir das Intervall (a,b) kein einziges Higendifferential mehr hat,
wdhrend die hochstens abzihlbar unendlichvielen P“ den Relationen

;(2&‘.‘) o KdP‘“’().;:z;)ﬁ/ldP“"(l;m«),
(%) '
(2b.) : KOJ.PFQ)_(}';‘”)":
0 fir e+/,
@)L (PO, =)

d(l,z)p(()a)(l) fﬁl‘ a:'ﬂ

geniigen; die Beschranktheit der Form (1.) folgt auch bei unendlichvielen
P aus der Ungleichung (9.) des § 6. ‘
. Bs sei nun, M (2;2)= 2 7,0y irgendein zum Intervalle (@, b) ge-

horiges System von Elgendlfferentlalformen von K (z):



Hellinger, Quadratisché Formen von unendlichvielen Verinderlichen. 955

(3.) KJH(l;x)=A/‘ldU(1;'m).

(%)}

Wir bilden nun, ganz analog wie wir frither eine beschrinkte Linearform
nach einem System orthogonaler beschréinkter Formen entwickelten (8. 227),
das, was wir etwa eine ,Entwicklung des Systems beschrinkter Differen-
tialformen d I7(4; ¢) nach den orthogonalen Differentialformen dP®(a; )«
nennen koénnen. Wir erhalten sie, indem wir die Quadratsumme dieses

b
dP@)
Formensystemes (dF
y %)",,f dgo®

mit 4 II falten, was nach (12a.) des § 4

ergibt:

b
dP@(d; z) d (P@(1) ,4M)
(%; ;,/ deo (R) :

Nun miissen aber die fiir getrennt liegende Intervalle gebildeten Differenzen
4,P | 4, IT orthogonal zueinander sein, da beides Differentialeigenformen
von K sind; es war offenbar unwesentlich, daBl wir beim Beweise dieses
Satzes in § 5 (S. 242ff.) fiir die Losungen in beiden Intervallen denselben
Buchstaben P verwendeten. Daher ist die Faltung (P“(A), 411) wiederum
stets von A unabhéngig, wenn 4 auBerhalb 4 variiert, wahrend sie inner-
halb 4 eine gewisse stetige Funktion o®(1) darstellt, die bis auf eine
additive Konstante gleich (P“(a), IT(1)) ist. ~Nunmehr bilden wir mit
jener so umgeformten Linearform die notwendig wiederum beschrinkte
Linearform

AP@(L; ) det(R)
do )’

wo o“(2) = (P“(), T1(1));

(3.) dMy(a;2)=dT(A;0)—3
(a) i

wir zeigen, daf} sie 'notwendig identisch verschwindet. Denn zunichst
ergibt sich' durch Faltung mit K, () '

Ko d T, (3;2) = Ko 4 11 (139),

Journal fiir Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 34



956 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Verinderlichen.

da die eigentlich noch additiv hinzutretenden Integrale das wegen (2b.)
identisch verschwindende Differential von K,P® (4; ) als Faktor enthalten.
Tragen wir nun rechts fiir K, den Wert (1.) ein und beriicksichtigen wie soeben,
da d(P“(i),4II) nur in 4 von 0 verschieden und gleich do”() ist,
so folgt mit Benutzung von (3.):

. AP (d;2) de@(A)
KoaIly(r;z)= JAdTIT(h;x)— A
0 0 ( ) ,({; ( ) %;.(4 dgo(a)(l)

Indem wir endlich die rechte Seite mit Hilfe von (7.) des § 4 umformen,
geht sie unter Beriicksichtigung der leicht ersichtlichen gleichmaBigen
Konvergenz der Reihe (3’.) einfach iiber in

Ky 41T, (4; x) =L/ld[10(l;:v),

(1)

d. h. 411, ware ein Eigendifferential der Form K, fiir das Intervall (a, b)
und muBl daher — unserer Annahme iiber K, nach — identisch verschwinden.

Also folgt aus (3'.)

(4.) 4dI(r;2)= Zt/dp(")('hx)d"(")(l)

@ (1) — (P@
@) doo@(1) » Wo o ) ( (l):H(l))’

was wir, indem wir symbolisch den Ubergang zu den ,,Differentialen

dP@ (1) do@)(L)
doo™ (3)

dn(z;’x)=fs)

vollzogen denken, so aussprechen konnen:

Jede Differentialeigenform einer quadratischen Form K (xz) lift sich
in dieser Weise als lineares Aggregat von hichstens abzihlbar unendlichvielen
orthogonalen Differentialformen dP@(i;x) darstellen, und jedes solche mat

I : P "do@y, . :
will kiirlichen Funktionen o(1), fur die nur (2.; f ¥y konvergiert, gebildete
a e 0
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Aggregat  stellt offenbar eine Differentiallosung dar; die P©@(1;z) mogen ein
vollstindiges System zueinander orthogonaler Evgenformen fir
das betr. Intervall heiflen.

Nun konnen wir (a,b) auf das ganze vom Maximum und Minimum
von K (z) (unter der Nebenbedingung (Zp,)' a2 =1) begrenzte Intervall aus-

dehnen, auf das nach S. 246 das Streckenspektrum von K (z) notwendig
beschrinkt ist; dann hat die durch (1.) definierte Form K,(xz) diberhaupt
kein Streckenspektrum mehr, denn eine zu einem auBerhalb (a, b) gelegenen
Intervalle gehorige Eigendifferentialform miiBte auch Eigendifferential von
K (z) selbst sein. Unser Theorem liefert also das wollstindige System aller
uberhaupt 2w K (z) gehorigen Eigendifferentialformen, und es besagt iiber-
dies, dafl jedem Teilintervalle des Streckenspektrums — genau wie jedem
Punkteigenwert — eine gewisse hichstens abzdhlbar umendliche Vielfachhest
zukommt; das gesamte Streckenspektrum entsteht also (vgl. § 6, S. 247)
einfach durch Uberlagerung der perfekten Mengen der Stellen, in deren
Umgebung jede der Basisfunktionen ¢{”(1) nicht konstant ist. Ubrigens
gestattet uns (1.), wenn wir etwa K,=0 setzen, sofort die Konstruktion
quadratischer Formen mat beliebig gegebenem Streckenspektrum, bzw. mit
beliebig gegebenen abziahlbar unendlichvielen Basisfunktionen, da wir ja
nach (5.) des § 6 (S. 249) zu jeder von ihnen ein System orthogonaler
Differentialformen sofort angeben koénnen.

Im allgemeinen kann nun aber K, (x) noch ein Punktspektrum haben,
und, wie man leicht sieht, ist dies, von der Stelle Null abgesehen,
identisch mit dem Punktspektrum von K (z). Denn ist K M (z)=24,M (z),
so folgt wegen (2b.) unmittelbar (M, 4 P“)=0, wenn nur 4, +0 ist, und daher
ergibt die Faltung von (1.) mit M in der oben ausfithrlich erdrterten
Weise KM (z)=K M(z)=4,M (w),/ Umgekehrt aber folgt aus dieser
letzten Gleichung wegen (22.)

/).d(P“",M)——.ll(dP‘“), M):f(k——ll)d(P<“’,M)=0,
(<)

(«h

und da dies fiir jedes Intervall # gilt, ist wiederum (4P, M)=0 und
daher gemi8 (1.) KoM (z)=KM (z)=4,M (z). Hierin ist zugleich enthalten
34*
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(fﬁr K, =O) , daB eine durch ein -Streckenintegral allein dérgestellte
Form keinen von Null verschiedenen Punkteigenwert haben kann. Wir
kénnen nun . also K,(x) nach (7.) des § 2 durch das vollstindige System
L, (%) (3=1,2,...) der Eigenformen von K (x) darstellen und erhalten,
wenn wir das in (1.) eintragen, schlieBlich

dP@ (1; )2
(5) K(z)= ?:':/l( dg(f)(lf» + 21, (Ly(0) + Rla),

wo R(z) eine beschrinkte quadratische Form ist, die auller dem KEigen-
werte a=0 weder Punkt- noch Streckenspekirum mehr besitzt. Ich werde
im nichsten Kapitel zeigen, daf8 eine solche Form R (x) notwendig iden-
tisch wverschwindet; wir haben alsdann ¢n (5.) die kanonische Darstellung der
quadratischen Form durch thr Streckenspektrum wund ihre Differential-
etgenformen evnerseits, sowie hr Punktspektrum wund +hre Eigenformen
andererseits — dieselbe Darstellung, die ich in meiner Dissertation (vgl.
besonders § 9, Satz ITI, S. 60) aus den Resultaten von Herrn Hilberts
4. Mitteilung hergeleitet habe.

Mit der Herleitung dieser Formel ist die Theorie der quadratischen
Formen zu einem gewissen Abschlufl gebracht; einerseits stellt sie den Aus-
gangspunkt fiir alle AnWendungen, andererseits die Grundlage fiir weitere
theoretische Entwicklungen dar. In dieser letzteren Hinsicht sei hier als
leichte Folge von (5.) noch erwahnt, daB zwei quadratische Formen sicher
dann orthogonal ineinander transformierbar sind, wenn ihre Eigenwerte ein-
schlieBlich ihrer Vielfachheit und ihre Basisfunktionen paarweise iiberein-
stimmen (vgl. meine Diss., Satz IV, 8. 61). Wesentlich schwieriger ist
jedoch die Herleitung mnotwendiger wund hinreichender Bedingungen fiir
orthogonale Aquivalenz; dazu ist — wobei aber immer die Formel (5.)
den Ausgangspunkt bildet — noch eine tiefergehende Untersuchung der
Integrale des § 4 nétig, und es .stellen sich dann neben den bisher als
Streckenspektra -schlechtweg bezeichneten perfekten Mengen gewisse nicht
abgeschlossene Mengen (,,eigentliche* Spektra) als mafigebend heraus, die
sich in bestimmter Weise aus der Art des Wachstums der Funktionen 0@(2)

ergeben, und die jene perfekten Mengen zu Able1tungen haben (a. a. O.
Satz VII, 8. 74; VIII, 8. 80).
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Kapitel IIIL.
Die Existenz des Spektrums.
§ 8.

Dvie reziproke Form von K —v E als analytische Funktion von v.

Wir haben nun zur Vervollstindigung unseres Beweisganges noch
zu zeigen, daB eine quadratische Form, die auler 2 =0 kein Punkt- oder
Streckenspektrum hat, identisch verschwindet. Nun konnen wir aber jede
Form leicht durch eine andere mit gleichem Wertevorrat ersetzen, die
4 = 0 sicher nicht zum Eigenwert hat: Bedeutet namlich L,(z) (¢ =1, 2,...)
ein vollstindiges orthogonales System der zum Eigenwert 2 =0 gehorigen
Eigenformen von K (z) (§ 2, S. 2281.), so erginzen wir diese Formen durch
M(z) (f=1,2,...) zu einem vollstindigen Orthogonalsystem (§1, S. 220),
und nehmen die eineindeutige orthogonale Transformation «,=L,(z),
z; =M,(x) der Variablen z,, ,,... in i, z;,..., @, @,... vor. Dann ver-
schwindet Wegen KL,(x)=0 auch die Faltung der transformierten Form
K (z) = K*(2’ ") mit den Linearformen z,, d. h. dies K* enthalt in Wahz-
heit nur noch die Variablen z;; da ferner alle zu i =0 gehérigen Eigen-
formen lineare Kombinationen der L,(z) =z, sind, hat K*, allein als Form
der w; betrachtet, A =0 iiberhaupt nicht mehr zum Eigenwert. Es geniigt
demgemaB, das folgende Fundamentaltheorem zu beweisen:

Jede mnicht identisch verschwindende beschrinkte quadratische Form
besitzt entweder evne nicht identisch verschwindende Eigenform oder eine solche
Differentialesgenform. ‘

‘Zum Beweise gehe ich von der Untersuchung der reziproken Form
K(v;x) der mat komplgwen' Parameterwerten v = A + 1 u gebildeten Formen-
schar K—vE anus, die (vgl. § 2, S. 222) definiert ist durch

(1.) (K——vE’)K(v;x):K‘K(v;.:v)—yK(z';x)=E(w).,

Fiir den Existenzbeweis dieses K(»;z) kommt vor allem ein allge-
meiner Satz in Betracht, den Herr O. Toeplitz*) aufgestellt und durch

*) ,,Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen von unendlich-

vielen Verdnderlichen.* Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen. Math.-phys. KL
1907, S. 101.
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ein wesentlich algebraisches Verfahren (die sog. Jacobische Trans--
formation der quadratischen Form) bewiesen ~hat: dal eine reelle be-
schrinkte Bilinearform A4 eine eindeutig bestimmte Reziproke dann und
nur dann besitzt, wenn die beiden definiten quadratischen Formen 44’
und A’A4 fiir keine der Bedingung ()ZP) x; = 1 geniigende Wertsysteme beliebig

kleine Werte annehmen. Neuerdings hat Herr E. Hilb*) diesen Satz
einfacher durch Benutzung einer Potenzreihenentwicklung bewiesen, wihrend
er andererseits auch aus den allgemeineren Untersuchungen von Herrn
E. Schmidt**) iiber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlichvielen
Unbekannten folgt.

Fiir unsern Zweck eignet sich die Hilbsche Beweisfithrung am besten,
da sie sich leicht so ausgestalten 1aBt, daB sie auch einige fiir den Existenz-
beweis des Spektrums notwendige Abschitzungen liefert; um das alles bald
mit zu erhalten, stelle ich sie mit unwesentlichen Modifikationen zunichst
dar. Dabei hat, weil es sich um komplexe Formen handelt, an Stelle von 4’4
die Hermitesche Form A’A zu treten (vgl. § 1, (9.))***). Wir bilden also,
da K und' Z reell und symmetrisch sind, mlt zwei konjugiert komplexen
Stellen v=4+tu, v=~4—tu die Form

(2.) S=(K—vE)(K—7%E)=K*—21.K + (i*+ u?) E— (K—1E)* + 1*E,

die also wiederum eine reelle symmetrische Form ist. Da (K—4E)? positiv
definit ist (§ 1, (82.)), so folgt

(3.) S(z)>u* fir E=2Xai=1,

® ?

d. h. S hat in jedem Punkte auferhalb der reellen Achse ein von Null ver-
schiedenes Minimum.

Nun verwende ich nach Herrn Hilb die ,,C. Neumannsche Potenzrethen-
entwicklung* in folgender Weise zur Darstellung der Reziproken S~ von S:

- ¥) Zitiert oben, S.212. Anm, *).
*¥) Zitiert oben, S..214. Anm. ***),
***) Vgl. 0. Toeplitz, a. a. 0., S. 109.
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Es kommt darauf an, eine Form mit einem Mlygfmum kleiner als 1 zu
erhalten, nach deren ansteigenden Faltungen man dann S—! entwickeln
kann. Kine solche Form ist '

(4.) S,= E—aS,

wo e irgendeine unterhalb des reziproken Maximums von S(z) (fiir
(2) #2=1) und also auch unterhalb ;'/15 gelegene positive Zahl bedeutet:
p

1
(5.) 0<a<m,

denn ‘dann bleibt wegen (8.) tatséichlich «S stets zwischen eu? und 1
und daher

(42.) 08, (»)<1—eau2<<l fir %‘zﬁ:l.
T D

Nun folgt aber unmittelbar, daf8 die Reziproke von S =1; (E—S8,) gerade

durch die folgende unendliche mach sukzessiven Faltungen von S, ansteigende
Reihe dargestellt wird :

(6.) 87 (z) = e (B (2) + 8, (z) + Si(2) + Si(z) + ).

Denn zunéchst ist — immer fiir %mﬁ <1-— nach (éb.) des §1 Max S} <<
(Max 8,)"<< (1—eu?)", und daher bleibt der Rest unserer Reihe unterhalb
(-1%%—? , d. h. die Reihe konvergiert gleichmdfig fiir a,llé j'ene Wertsysteme
z, und stellt daher offenbar auch eine beschrinkte quadratische Form mit
dem Maximum ;1;—2 "dar; nach einer Bemerkung auf S. 218 des § 1 ist

obendrein jeder Summand der Reihe und daher auch diese selbst positiv
definit, sodaB wir schlieBlich haben:
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‘Endlich aber findet man durch gliedweise Faltung, die wegen der gleich-
miafBigen Konvergenz der Reihe unmittelbar erlaubt ist:

S8 =2 (E—S8))a(E+8,+ 8 +-+)
=E+8,+8+-—(8,+8+-..)=E, q.e.d

Ist einmal ein bestimmter Wert « gewidhlt, so ergibt genau die
gleiche Uberlegung, daB die Reihe (6.) auch gleichmiaBig in jedem Gebiete
der A-u-Ebene konvergiert, in dem die Ungleichung (5.) erfiillt ist und
w obendrein oberhalb einer von Null verschiedenen Zahl bleibt. Ist nun M
die obere Schranke von |K ()|, so ist nach (6b.) des §1 S<C(M+|A|)2+ u2,
und daher ist (5.) erfiillt, wenn: '

(M 4|2+ 2L

Also konvergiert (6.) in jedem von einer Parallelen zur reellen i-Achse
und zwei Kreisbogen (M FARE 4 ur== begrenzten Gebiete gleichmaBig;

indem man o geniigend klein macht, kann man dieses Gebiet beliebig gro88
machen und es insbesondere lings eines beliebig langen endlichen Stiickes der
A-Achse ausdehnen,

Nunmehr schlieBen wir weiter, dal die Faltung

(7.) | K(v;2) =(K—vE)S'=(K—AE)S '+ iuS™

die Reziprolié von K—vE selbst ist; denn es ist auf Grund des assoziativen
Gesetzes der Faltungsoperation (§ 1, (7b.)):

(K—vE)k= (K~ vE) (K —vE) S =88"=
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Man bestatigt unmittelbar, daB dies K eine symmetrische Form, d.-h. da
die transponierte Form K'=S~'(K—»E)=K ist; denn in der Reihe fiir
S™! treten nur Aggregate von E, K, K?,... (,,ganze Funktionen von K“)
auf, und je zwei solche Aggregate 4,B sind, wie leicht zu sehen, ver-
tauschbar, d. h. esist 4 B=BA. Als obere Schranke von K _érhalte_n wir
nun, da nach (92) des § 1: -

K (v;2) F<< 8 (K—v E) (K —v E)8~! = §~188—1 = §-1

gilt; wegen (62.):
(72.) ye 1
IK( ,w)lg_ﬂ.

Damit ist aber bewiesen, daff K —v E fiir jedes komplexe v mit Ausnahme
hichstens der Stellen der reellen Achse eine beschrinkte reziproke Form K (v; )
besitzt, die diberdies moch beir Anndherung an die reelle Achse .von - nicht
héherer als erster Ordnung wunendlich wird (d. h. u K(v x) bleibt unter
einer endlichen Grenze). Diese letzte Tatsache entspricht dem Satze der
Elementarteilertheorie, dall eine reelle symmetrische Bilinearform nur ein-
fache Elementarteiler hat. Man erkennt iibrigens nun auch leicht, daB K(»; )
an jeder Stelle, wo es iiberhaupt existiert, als beschrinkte * Reziproke
(d. h. durch die Gleichung (1.)) bereits eindeutig bestemmt <st; denn wéare
(K—vE)K,=E, so folgte durch vordere Faltung -mit K (da wegen der
Symmetrie von K K(K—wE)=E ist) unmittelbar K, =K*). '

Es ist nun ferner sofort zu sehen, daBl der Wert dieser Form K (»;x)
fiir jedes bestimmte Wertsystem der x, bzw. jeder einzelne ihrer Koeffi-
‘zienten vm ganzen Ewmistenzbereich eine requlire amalytische Funktion von v
darstellt. Man kann némlich in der Umgebung jeder Stelle »,, an der
K(ve; ®) = K, als beschrinkte Form existiert, die Reziproke durch folgende
nach Potenzen von v —w, fortschreitende Reihe darstellen deren Koefﬁ-_
71enten die sukzessiven Faltungen von Ko smd )

B K(32) = Ke(@) + (v —22) K3(@) + (v —0) K‘(w>+

" %) Vgl.-O. Toeplitz, a. a. 0., S. 106.
Journal fiir Mathematik, Bd. 136. Heft 3/4. 35
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Denn einmal kann man genau wie bei (6.) zeigen,. daB diese' Reihe fiir
[1/ 1/.,|<M |K | absolut und gleichméBig gegen' eine beschrankte quadra-

tische Form konvergiert, und andererseits bestitigt man durch ghedwelse
Faltung unter Beriicksichtigung von (K—»,)K,=E, daB tatsichlich
vermoge. (8.):

(K—vE)K = (K —vyE)K—(y—vo)K = (K — v, E)K, — E

wird, d. h. dal die Reihe (8.) wirklich die durch (1.) eindeutig definierte
Reziproke darstellt.

In ganz analoger Weise konnen wir auch eine Reihenentwicklung
von K(v;z) in der Umgebung des unendlichfernen Punktes angeben, und
zwar ist diese '

0) . Kz =—TO K0 _KH_

v v v3

unabhingig von der vorherigen Kenntnis von (7.), da fiir unendlich wachsende »
% (K—vE) in die sich selbst reziproke Form E iibergeht. Auf Grund

wiederum der gleichen einfachen Abschiatzung erkennt man, daB fiir
|#|>Max|K|==M, d. h. also auBerhalb eines Kreises mit dem Radius M,
(9.) gleichmaBig und absolut gegen eine beschrinkte Form konvergiert,
wihrend durch gliedweise Faltung sofort wieder folgt: .

(K—vE)K=KK—yK=E.

Die Betrachtungen des folgenden abschlieBenden Pafagraphen beruhen
nun — kurz gesagt — daranf, daB K(v;) als eine nicht identisch verschwin-
dende fiir alle nichtreellen Werte und auch im Unendlichen regulire
analytische Funktion notwendig auf der reellen Achse im Endlichen Singu-
larititen (Punkte oder Linien) haber muB; ich werde ein Verfahren an-
geben, aus dem Verhalten von K in der Umgebung dieser Singularitéiten
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die Eigeniormen und die Differentiallﬁss_ungen herzu_stellen und ihre Exis}tepz

zu hmweisen.

§9.
Verhalten der reziproken Form an der reellen Achse: das Spektrum.

Nihert sich » der reellen Achse, so wird zwar K(v;z) durchaus
keinen bestimmten Grenzwert besitzen miissen; da es aber dabei von
héchstens erster Ordnung unendlich wird, so werden wir aus seinem parallel
der reellen Achse erstreckten Imtegrale einen bestimmten endhchen Grenz-

wert ableiten konnen, der uns gerade die gewiinschten Losungen liefern
wird. Setzen wir nun

(1.) K(v;2) =

q()“:

wo jedes x,(v) eine auBerhalb der reellen Achse regulire analytische
Funktion ist, so kénnen wir die Definitionsidentitit (1.) des § 8 von K
auflésen in die Koefﬁzientengleichungen:

(2.) | Zk %0 (V) =V % (V) =0, ®e=12..)

pq

Die Reihe linker Hand konvergiert in .jedem um ein endliches Stiick von
der: reellen Achse abstehenden Gebiete gleichmaBig (vgl. § 1, S.215), da
in ihm nach (72) des § 8 K(¥;z) und mithin auch Zwa %,(v) eine von ¥

unabhiingige endliche obere Schranke hat; also durfen wir, wenn wir (2)

bei einem festen Werte von u nach i integrieren, "die unendhche Reihe
gliedweise integrieren und finden:

1 4
(3) 2k, f aq(l—i-zu)dl——f (ki) 2y (b ig0)dA =0 (1140)
. b, ‘ (p.q-lz |
Nun konvergiert aber » 'nach einer Bemerkung von S. 216 auch die -Reihe
(1.) fiir den in Betracht kommenden - Wertberelch von & glelchmaﬂlg, und
daher ist fiir jedes Wertsystem =,

35*
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Y

Y - ) 4 N sl ) ) PP oo
f K(v;x)dd = (;z)szqf %, (V) d 4 / rK (V;w)dlz(z)xpzq / v, (v)di;
4 2 lo 2 e is o

diese Integrale stellen also offenbar beschriinkte quadratische Formen dar.
Wir kénnen daher die Gleichungen (3.) zusammenfassen zu der Faltungs-
identitét:

Kfl'K(H-m;x)’dl_~'/2’(z+m K (453 3) dA= (hi—io) B (z).

2o

Spalten wir hier K nach (7.) des § 8 in Real- und Imaginérteil, so er-
geben die mit ¢ multiplizierten Teile:

Ay Ax ~Ay
(4). KJ uSdi—/) ruS-di—u /) (K—iE)S'di=0.
. 7o

0 )'0

Indem wir nun in dieser Gleichung zur Grenze u =0 iibergehen,

wird sich ergeben, daf die (notwendig existierenden) Grenzwerte des
A
Integrales / wS~'d4 die Eigenformen bzw. Differentialeigenformen liefern.

Tatsachlich sieht man ja zundchst ohne Riicksicht auf Konvergenz, daB
(4.) in die die Differentialeigenformen definierende Identitdt rein formell
iibergeht — sofern bei diesem Grenzprozef3 das dritte Glied gegen Null kon-
vergiert. Es wird der erste Schritt unseres Beweisganges sein, diese
Tatsache zu zeigen; dabei liegt- die Bemel:kung zugrunde, dafl (K—21E) da
wegen (2.) des §8 nichts als das Differential von S selbst ist, so daBl es

smh _einfach darum handelt dle Abschétzung des Integrales % ==log s in

das Gebiet des Kalkuls mit Bilinearformen (Matrizen) zu iibertragen. Im ein-
zelnen gestaltet sich die Abschatzung so: Wie oben (S. 262) bemerkt, kann man
den Parameter « so klein wihlen, daB die Reihe (6.) des § 8 fiir S~ .im
ganzen Titervalle A, <2<, und fiir einen festen Wert von:u gleichmaBig
konvergiert, so. dal man also das Integral .
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'./_AT(K——lE)S“dl%‘afll.(K-’—zE) |E + (E—eS) +(E,—as)2:+;;.;7dl

2

glie(iweiée ausrechnen kann. Nun findet man durch direktes Ausrechnen,
wenn man die Vertauschbarkeit je zweier ,ganzer Funktionen* von K
(vgl. S.263) beriicksichtigt:

Aa.(lE.——atig,—S’)—" =2an(K—-—lE)(E—“S)n—1,

und daher wird

./Zl(K—AE)S—ldl—.-z—[(E «8)+

/e

(E—aSP | (E—aSP Y=k
2 + 3 + ]1=1.'

Aus der Ungleichung (42.) des § 8 folgt nun sofort, daB die rechte Seite dem
absoluten Betrage nach stets unterhalb

)

1, o (—ewp  (1—awy ]=Liog L
72{1 @+ 2 T 3 e 2 logauz

bleibt; also ist stets

yi ‘ : _
— 1 1
'ull,,/ (K“IE)S 1dl.<§|u.log.m’

.)

und dieses Integral konvergiert daher mit abnehmendem w tatsachlich gleich-

méaBig gegen Null.
Wir haben nun zweltens zu untersuchen, was bei dem Grenz-

3
prozeB aus _/ uS7'di wird; wir zeigen zunichst, daff dieses lings eines
Ao
hinreichend grofen Intervalles erstreckte Integral stets einen endlichen und
sogar von Null verschiedemen Grenzwert hat. Wir bemerken sogleich, dafB

dabei immer nur das Intervall (— M, + M) — unter M die obere Schranke
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von |K (x)| verstanden — in Betracht kommen kann; denn fiir|A+4u{>M
bleibt K(v;x) regulir und daher auch S~ =KK endlich, und [ @S

u=0

konvergiert gleichmifig gegen Null. Zum Beweise der letzten Behauptung
wenden wir nun den Cauchyschen Integralsatz auf das Gebiet der oberen
Halbebene an, das von einem Halbkreise f mit dem Radius r>'M und
der Parallelen g im Abstande™s zur reellen Achse begrenzt wird; in diesem
Gebiete ist K (v; ) eine regulire analytische Funktion von » und daher ist
das Randintegral:

fK v; ) dl—{—/K(v z)dv=0

Lassen wir nun u gegen Null konvergleren, so geht der imaginédre Teil des

ersten Integrales in [ / wS7'd i iber; im zweiten Integral konnen
u=0 —M
wir fiir K die Entwicklung (9.) des § 8 einfithren, so daf es, wenn wir

noch v =re” setzen, iibergeht in

v v?

_/”{E(x)+K(x)+K(f)2+...}wdgz.

Da wir r beliebig groB nehmen konnen, wird das einfach gleich —¢n E (x)
(d. i. im wesentlichen das Residuum von K im Unendlichen) und daher
haben wir in der Tat

(6.) L/W Sdi=nE(s).

/li=0—M

Nun kénnte man weiterhin durch eine der Abschitzung (5.) #hn-
liche, nur etwas kompliziertere Betrachtung (eine Ubertragung des Arcus-

o I _
tangens-Integrales in den Matrizenkalkiil) zeigen, daf8 auch ~/ wuS~tda stets
: A
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einen bestimmien Gremzwert fiir u=0 hat. Da aber uS™" wesentlich
positiv ist, so geniigt die Formel (6.) bereits, um auf die Existenz eines
bestimmten Limes supertor des Integrales bei diesem Grenzprozel zu
schlieBen, der wegen (6.) zugleich- eine positiv definite und beschrinkte
(unterhalb ﬂfbleibende ) quadratische Form der x, darstellen muB; setzen wir

(7.) Lim sup_/ uS“(x)dﬂ~o(l z),

u=0

so ist o(A;xz) bei festen z, eine mon@tone Funktion von 4, die aller-
dings nicht notwendig stetig zu sein braucht. Man kann dann nach
einem bekannten Verfahren sofort eine solche Folge von Werten ux an-
geben, daB fiir sie auch eine zugehorige gewohnliche Limesgleichung (7.)
fir alle in Betracht kommenden Werte 2 und z gilt, und es wiren nur
diese Werte u im folgenden zu verwenden.

Nehmen wir nunmehr in (4.) den Grenziibergang vor,

n
so konvergiert zunichst K f uS'dA gegen K(0(2;)—0(A,)); denn jeder
%o

Koeffizient jener Form ist seinerseits eine Linearform der Koeffizienten
Al.
von f uS'dA, und sein Grenzwert ergibt sich daher nach der ,,Voll-
A

stetigkeitseigenschaft* der beschrinkten Linearformen (§ 1, S.215), indem
man fiir diese Argumente ihre Grenzwerte einsetzt. KEs bleibt nun nur
noch der zweite Summand von (4.) zu behandeln, den wir durch Produkt-
integration umformen in '

2

[}. / l‘u S_ldi.] — f Z:u S—lda.

—M A X

Der Grenzwert des ersten Gliedes hiervon li8t sich unmittelbar angeber;
ferner aber konvergiert, wie man durch eine sehr einfache Konvergenz-
betrachtung zeigen kann, falls -eine Reihe monotoner Funktionen gegen
eine endliche (monotone) Funktion konvergiert auch ihr Integral gegen

~d

das Integral der Grenzfunktion, so daB f yS“dl den Grenzwert / adi

besitzt. Daher geht unsere Geichung (4) schlieBlich uber in
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(8)  K(o(sa)—a(isa)—[io(ia))"+ [ o(isz)dimo.

Damlt ist nun aber unser Ziel erreicht:
Wegen (6.) kann namlich o(4;x) fiir kein Wertsystem der z kon-
stant sein, da

(9.) o(+M;2)—o(—M;z) =n 32 =n
D,

ist. Nun wire es einerseits moglich, dall es an einer Stelle 4, einen nicht
identisch in den z, verschwindenden endlichen Sprung 4o (z)<CnZa? be-
: —

sitzt; dann folgt aus (8.), wenn wir das Intervall (4,, 4,) um die Stelle
A, zusammenziehen:

(10.) Kdo(z)—iydo(x) =0 oder .(%‘)kpazloaq—ﬁo,japqzo.

Da nun 4o nach der Annahme mindestens eine Zeile von nicht durch-
weg verschwindenden Koeffizienten hat, die zudem konvergente Quadrat-
summe besitzen, so existiert eine micht verschwindende Eigenform, und A, ist
etn Eigenwert der Form K (z). Wie man leicht sieht, fillt diese An-
nahme eines Sprunges von o(4;x) damit zusammen, dafl K(»;z) an der
Stelle »=4, einen Pol mit dem Residuum 4o(z) hat.

Existiert aber zweitens kein solcher Sprung, so mull es
wegen (9.) mindestens ein Intervall (4y, 4,) geben, in dem die stetige
Funktion o(4;x) stetig wachst; dann konnen wir wegen (3.) des § 4 die
Gleichung (8.) auch schreiben:

K(O(Zl’z)_ o3 T )—/Zdo(}. =0 oder
-(11.)
; %kpa(o,q(ll)—aa,(zo))e zdopq(z)z

o

Da nun nach der Annahme mindestens in einer Zeile der Koeffizienten
von o(4;x) nicht alle Koeffizienten konstant sind, und da sie zudem eine
konvergente Quadratsumme haben, so ewistiert eine ‘nicht identisoh -ver-
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schwindende Differentialeigenform, wund das Intervall (Ay, 4,) enthdlt
gewif3 Teile des Streckenspektrums der Form K. '

Damit ist der am Anfang von § 8 ausgesprochene Fundamentalsatz
vollstandig bewiesen.

Im allgemeinen wird natiirlich o(i;z) sowohl Spriinge, als auch
Intervalle stetigen Wachstums haben; die ersteren geben die sémtlichen
Eigenwerte, die letzteren die simtlichen Streckenspektra von K(z). Man
kann nun aber ein Verfahren angeben, das aus o(i;z) die simtlichen
einzelnen Eigenformen sowie die einzelnen Differentialeigenformen in
der in Kap. II festgestellten Normierung herzustellen gestattet, und so
auch die Vielfachheit des Spektrums liefert; was das Streckenspektrum
angeht, so kommt hier gerade das in § 9 meiner Dissertation angegebene
Verfahren in Betracht. Dieser Hinwels mdge hier geniigen, um anzu-
deuten, wie sich diese Betrachtungen des Kap. III auch zu einer voll-
stindigen Herstellung der similichen Eigenformen ausgestalten lassen.*)
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