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Neue Begründung der Theorie quadratischer Formen
von unendlichvielen Veränderlichen.

Von Herrn E. Hdlinger in Marburg a. d. L.

Die Theorie der Integralgleichungen und die anschließenden neueren
Untersuchungen sind von vornherein von dem Bestreben getragen worden,
die Sätze der Algebra über lineare Gleichungssysteme und speziell zunächst
einmal die Sätze über die orthogonale Transformation einer reellen quadratischen
Form von n Veränderlichen auf eine Summe von n Quadraten in das Gebiet
unendlichvieler Veränderlicher zu übertragen. Dabei besteht bei denjenigen
Integralgleichungen 3 auf die sich die ersten grundlegenden Untersuchungen
von Herrn Hubert*) bezogen, und die später von Herrn Erh. Schmidt**) auf
neue Art behandelt wurden, noch insofern völlige Analogie zur Algebra,
als sich die den quadratischen Formen entsprechenden zugehörigen Doppel-
integrale tatsächlich als Summe von höchstens abzählbar vielen Quadraten
in einer jener orthogonalen Transformation völlig entsprechenden Weise
darstellen ließen. Wesentlich darüber hinaus ging Herr Hubert später***), in-
dem er statt der Integralgleichungen direkt Gleichungen mit abzählbar
unendlichvielen Unbekannten bezw. quadratische Formen unendlichvieler

*) „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen".
1. Mitteil., Nachr. d. K. Ges. d. W. zu Göttingen, Math.-phys. Kl. 1904, S. 49.

**) „Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener".
Dissert. Göttingen 1905. — Abgedruckt als 1. Abhandl. „Zur Theorie der linearen und
nichtlinearen Integralgleichungen". Mathem. Ann. 63 (1907), S. 433.

***) „Grundzüge...". 4. Mitteil. Nachr. d. K. Ges. d. Wies, zu Göttingen.
Math.~phys. Kl. 1906, S. 154. (Zitiert als „Hubert IV"). — Vgl. auch 5. MitteiL,
ebenda, S. 439 („Hitöert V").
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Helling er, Quadratische Formen von unendlichviekn Veränderlichen. 211

Veränderlicher betrachtete und hier die Theorie einer wesentlich umfassen-
deren Klasse von Formen („beschränkte" Formen) entwickeln konnte; hief
treten nämlich Formen auf, die eine orthogonale Transformation auf eine
Summe abzahlbar vieler Quadrate nicht mehr gestatten, wohl aber eine
ganz analoge kanonische Darstellung durch ein gewisses Integral > also
gewissermaßen durch eine Summe von kontinuierlich vielen Summanden.
Das Integrationsgebiet dieses Integrales (also ein Kontinuum von Zahlen)
tritt demgemäß als neue Invariante zu den abzählbar unendlichvielen im
vorhergehenden Falle allein das Invariantensystem bildenden „Eigenwerten"
(das sind die Koeffizienten der einzelnen Quadrate in der Quadratsumme)
hinzu. Ich habe in meiner Dissertation*) auf den /M6erischen Resultaten
fußend die Frage nach dem vollständigen Invariantensystem jener Klasse
quadratischer Formen erörtert und die notwendigen und hinreichende^
Kriterien dafür angegeben, wann zwei quadratische Formen unendlichvieler
Veränderlicher orthogonal ineinander transformierbar sind»

Es entsteht nun die Frage, ob man nicht diese Resultate und
damit die gesamte Theorie der beschränkten Formen in direkter Weise
unabhängig von der Hübertschen Theorie ableiten kann, d. h. insbesondere
unabhängig von dem bei HUbert den springenden Punkt bildenden Grenz*
Übergang aus dem algebraischen Gebiete und den dabei naturgemäß er-
forderlichen schwierigen Konvergenzbetrachtungen. Eine solche neue Be-
gründung der Theorie gebe ich in der vorliegenden Arbeit; sie hat zugleich
den Vorzug, wie ich in einer folgenden Abhandlung des näheren darzulegen
gedenke, daß sie ihrem Wesen nach unabhängig davon ist, ob die zu be-
handelnde quadratische Form durch eine Summe als Funktion abzählbar
unendlichvieler Veränderlicher, oder durch ein Integral als Funktion einer
integrierbaren Funktion gegeben ist — d. h. daß sie im wesentlichen un-
verändert auch die Theorie von Integralgleichungen mit unstetigen Kernen
(denn solche entsprechen im allgemeinen den beschränkte^ quadratischen
Formen) liefert**).

*) „Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unenfflielrrieten
Variabelen." Göttingen 1004.

**) Solche Kerne hat Herr E. Hilb (Math. Ann. 66 (1908), S. 1) für eine leihe
typischer aus Differentialgleichungen entspringender Fllle durch Grenzübergang von
stetigen Kernen aus behandelt; etwa gleichzeitig hat Herr Ä Wcyl („Singnläre Integral-
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Hellinger, Quadratische Formen von unendliehvielen Veränderlichen.

Im ersten Kapitel behandle ich die Eigenwerte der quadratischen
Form K) von ihrer bekannten Definition mit Hilfe der zur Formenschar
K— E (wo E die Einheitsform und ein Parameter ist) gehörigen homogenen
Gleichungen ausgehend, in analoger Weise, wie es Herr E. Schmidt in seiner
genannten Dissertation für Integralgleichungen mit stetigem Kern getan,
hat. Um in ähnlicher Weise auf das Streckenspektrum zu kommen, ver-
wende ich im zweiten Kapi te l systematisch solche Lösungssysteme der-
selben homogenen Gleichungen, für die nicht mehr die Quadratsumme der
abzählbar vielen Unbekannten selbst, sondern die ihrer Integrale nach
dem Parameter konvergiert; da jedoch nur die Integrale dieser Lösungen
eine orthogonalen Transformationen gegenüber unabhängige Existenz haben,
so müssen vorzugsweise diese betrachtet werden, und statt der Lösungen
selbst erscheinen die bereits in meiner Dissertation eine wichtige Bolle
spielenden „Differentiattösungen". Aus diesen Betrachtungen ergibt sich
die kanonische, alle Orthogonalinvarianten der Form liefernde Darstellung,
— vorausgesetzt, daß zu jeder nicht identisch verschwindenden Form ent-
weder Lösungen der einen Art (Eigenwerte) oder solche der ändern Art (Strecken-
spektrum) existieren. Diesen fundamentalen Existenzsatz beweise ich im
dritten Kapitel in einfacher, direkter Weise, indem ich die mit Hilfe eines
von Herrn E. Hüb*) herrührenden Verfahrens.für komplexe Parameterwerte
v gebildete reziproke Form der Form K—v E an die reelle Achse heran
verfolge und aus der Untersuchung der Singularitäten, die sie dort not-
wendig besitzen muß, jene ausgezeichneten Lösungen herleite; dabei kommt
aus der Theorie der analytischen Funktionen nur der Cauchysohe Integral-
satz für durchaus regulär begrenzte, ganz im Regularitätsbereich der
Funktion liegende Bereiche zur Anwendung.

gleichungen..." Diss. Göttingen 1908) den einfachfen Fall regulärer einfacher Spektren
durch Übertragung der Resultate der Hilberischen 4. Mitt. mittels eines Systemes von
Orthogonalfunktionen behandelt. Mit dem gleichen Hilfsmittel hat dann Herr Weyl
gelegentlich der Wiedergabe seiner Dissertation (Math. Ann. 66 (1908), S. 273) eine
allgemeine Theorie aus den Ergebnissen meiner Dissertation abgeleitet; Herr M. Plancherei
(ßiv. di Fis. Mat. (Pavia) (19Q9X S. 37) hat durch Benutzung des Riesz-Fiseherwhm
Satzes diesen Übergang vereinfacht.

*) „Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten."
Sitaamggber. d, Pbys.Jtfed. Societ in Erlangen. 40 (1908), S. 84.
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Kapitel I.
Untersuchung des Punktspektrums.

Fundamentaleigenschaften linearer und quadratischer Formen
unendlichvieler Veränderlicher.

Es sollen hier zunächst eine Reihe einfacher Begriffsbildungen und
Konvergenzeigenschaften ohne Beweis kurz zusammengestellt werden, die
in unsern Betrachtungen gebraucht werden und für ihr Verständnis nötig
sind; sie entstammen zumeist der vierten Mitteilung Huberts*) und sind
seither vielfach angewendet worden.

D e f i n i t i o n e n : Eine lineare Form der abzählbar unendlich vielen
Variablen xl,x.2,...

(p)

bzw. eine bilineare Form zweier Reihen solcher Veränderlicher , x.2, ...
und y^ye, ...

A(x,y)^2apqxpyq
(p, $)

heißt beschränkt, wenn jeder ,,w-te Abschnitt"

lpxp bzw. apqxpyq
p«l, ...n 2>,?=1,...»

für jedes den Ungleichungen

(i.) J^-^ + ̂  + ...^i,,,^ = ̂ +yl + ---<i

genügende Wertsystem der Variablen dem absoluten Werte nach unterhalb
einer endlichen, von n unabhängigen Grenze bleibt. Diese Definitionen

*) ffilbert IV, S. 176—182.
**) In cten mit bezw» bezeichneten Summen sollen die Indizes p und q

(P) ( , )
stets unabhängig voneinander alle ganzzahligen: Werte l» S,... durchlaufen.
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l

gelten auch bei komplexen Koeffizienten und Variablen, wenn man diese
nur der Konvergenzbedingung

an Stelle von (1.) unterwirft*).
Das Haupthilfsmittel bei den übrigens sehr einfachen Beweisen der

nunmehr aufzuführenden Konvergenzsätze ist die sog. „Schwarzsehe Un-
gleichung"**), die für reelle Größen

und für komplexe Größen***)

= (p) ' ^ (p) ' "

lautet und zugleich die Konvergenz der links stehenden Summen als Folge
der Konvergenz der rechts auftretenden Quadratsummen behauptet.

Linearformen: Eine Linearform L(x) ist stets dann und nur dann
beschränkt, wenn die Quadratsumme \1 2 der Beträge der Koeffizienten

(p)
(bei reellen lp also lp selbst) konvergiert. Die Reihe lp xp konvergiert
in diesem Falle wegen der aus (2.) sich für ihren Rest sofort ergebenden
Abschätzung absolut und gleichmäßig für alle (1.) bezw. (T.) genügenden
Wertsysteme; insbesondere folgt hieraus, falls x(?\x£\... für n =1,2, . . .
unendlichviele (T.) genügende Wertsysteme bedeuten, für die der Limes

t
für jedes einzelne^ p existiert, daß

*) o?!» bedeutet stets den konjugiert imaginären Wert von xp.
**) Hubert IV, S. 176.

***) E. Schntidt, „Über die Auflösung linearer Gleich, mit unendl. vielen Unbek."
Bendic. del Cüro, mai. di Paleitoo. XXV (1908), S. 58.
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Hellinggr, Quadratische Formen von unendlichvielen Ver nderlichen. 215

(P) P (P) P
fl=00

ist, d. h. die Linearform besitzt als Funktion der unendlichvielen Variablen
die hierin ausgesprochene Stetigkeitseigenschaft (die sog. „Vollstetigkeit")*).
Dieselben Aussagen gelten offenbar auch, wenn man Koeffizienten und
Variable vertauscht; speziell sei hervorgehoben, da f r eine von einem
Parameter λ abh ngige Schar beschr nkter Linearformen Σ Ιρ (λ) χρ die
sie darstellende Reihe auch gleichm ig in λ konvergiert, wofern nur ihr
Wert L (λ, χ) bezw. die Gr e Σ1ρ(ΐγ eine auch von λ unabh ngige obere
Schranke hat.

Bilinear formen: Eine beschr nkte Bilinearform A(x,y) kon-
vergiert im allgemeinen nur im gebr uchlichen Sinne der Doppelreihen -
konvergenz, sowie bei zeilen- und kolonnenweiser Summation — und zwar
allemal gegen denselben Wert:

(4.) A (x, y) = J_^ An (x, y) = J^ Σ apqxpyq= Σ(2apqxpyq)
p=l , . . .m (p) (q)

n==QO m==rQO 0=1, . . .n
n=oo

— vorausgesetzt nat rlich immer, da die Variablen der Bedingung (1.)
gen gen**). In jedem Falle aber ergibt sich**), da der Rest der Reihe
unter dem Produkte von Va4+1 + 2&+2 + · · · + Vyl+ι + ^+2 + · · · in eine
nur von der oberen Grenze aller Werte \A (χ, y) \ abh ngige Zahl bleibt. Dem-
zufolge hat A als simultane Funktion der beiden Variablenreihen xl9x^y...
und ^i, y8)··· betrachtet im allgemeinen nicht mehr die „Vollstetigkeits-
eigenschaft" (3.)***), sondern es gilt

£Α(3Ρ>,ιΡ>) = Α(χ,ν), wenn L*P = *,> L tf>=y„·
n=oo n=oo n=<»

nur noch dann, wenn gleichzeitig die „Entfernungen"

*) Hubert IV, S. 200. — V, S. 441.
**) Hubert IV, S. 178, 180.

***) Daraus folgt speziell, da A(x,y) die obere Schranke seines Wertevorrates
im Bereiche (1.) nicht mehr an einer Stelle dieses Bereiches anzunehmen braucht.

Journal f r Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 2»
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216 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

- ·=0 und

gegen Null konvergieren. Andererseits aber bleibt, wenn wir für ein festes
Wertsystem der und y die Werte einer einparametrigen Formenschar
A(l;x,y) — S apg(^)xpyq betrachten, die gleichmäßige Konvergenz der dar-

<P,0)

stellenden Reihe für alle bestehen, wofern nur A(l\xyy] eine von unab-
hängige endliche obere Schranke hat.

Faltungsprozesse: Unter der Faltung zweier beschränkter Linear -
formen L ( ) , (x) verstehen wir die wegen (2.) notwendig existierende Zahl:

(4.) (L
(p)

In ähnlicher Weise kann man aus L(x) und eii}.er beschränkten Bilinear -
form A ( x , y ) zwei im allgemeinen verschiedene Faltungen bilden, die ihrer-
seits beschränkte Linearformen sind:

ap,xpl9,
(5.)

(P, ?)

Ist A(x,y) speziell dem Produkte zweier Linearformen M(x)N(y) gleich,
so ist

(5M AL(x) = M(x)(N,L); LA(y)=(L,M)N(y), wo A = M ( ) (y) .

Endlich geht aus zwei beschränkten Bilinearformen A(x,y) und B(x,y) als
„Faltung" eine neue notwendig wiederum beschränkte Bilinearform hervor*):

(6.) A(x^B(.,y}^A^(x,y}^S(SapJ)ai}xpyq,
... -— * - (P,tf) («)

die wir in der Sprache des Mätrizenkalküls , wo für jede Bilinearform, bezw.
das System ihrer Koeffizienten, ein Buchstabe A = (apq ) gesetzt wird, auch

*) Hubert IV, S. 178 f.
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als Produkt AB von A und B bezeichnen werden; ihr Wert kann auch als

(6*.)
(«) (P) (?)

dargestellt werden. Bezeichnen M und N die Maxima bezw. die oberen
Schranken der absoluten Beträge der Formen A und B unter der Nebeo-
bedingung (L), so gilt unter derselben Bedingung

(6b.) \AB(x,y)\<M.N.

Für alle diese Faltungsprozesse gilt das „assoziative Gesetz", insbesondere
sei hervorgehoben:

(7·.) (M,AL)~(MA,L)

(7*>.) (AB)C^A(BC).

Quadratische Formen: Jeder reellen symmetrischen Biünear-
form (apq = aqp) gehört die quadratische Form

A (x, x) = A (x) =
(p.?)

zu, aus i\pt A(x,y) umgekehrt durch „Polarisierunga entsteht; die obere
Schranke der Beträge der quadratischen Form ist mit derjenigen der
symmetrischen Bilinearform — immer unter der Nebenbedingung (1.) — iden-
tisch. Zu jeder reellen unsymmetrischen Bilinearform A(x,y) kann man
mit Hilfe der „transponierten Form66

(8.) A'(xyy)-2^xpyq^A(y,x)

eine gewisse quadratische positiv deinite Form
29*

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/8/15 10:00 PM



218, Hellinger, Quadratische Firmen von unendlichviden Veränderlichen.

(8·.) A'A(x)-aapaa3xpxt

bilden. Ist A symmetrisch, so ist A' A = A* die Faltung von A mit sich
selbst, und ebenso sind alle Paltungen A*, A*, ... positiv definit; ist A selbst
definit , so sind auch die Selbstfaltungen ungerader Ordnung A? , A6, . . .
definit, da sie nur Werte aus dem Werte Vorrat von A (x) selbst annehmen.

Bei komplexen Koeffizienten haben die durch die Bedingung

A = Ä'

(wo A(x,y) = a>pqxpyq gesetzt ist) charakterisierten „Hermiteschen(p, q}
Formen66 eine ähnliche Bedeutung*); setzt man xp und yp einander konjugiert
komplex, so nehmen sie wieder reelle Werte an:

(P)

Aus jeder komplexen Form A(x,y) kann man eine positiv definite
Hermitesche Form bilden:

wir bemerken noch die aus (2.) folgende Ungleichung:

4. (v) für

Orthogonale Formen**): Ein System reeller Linearformen

*) Hubert IV, S. 216.
**) Hubert IV, S. 180f., 194f.
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Helling er , Quadratische Formen von unmMehvmt&& Veränderliehm. §19

heißt orthogonal, (genauer: ofthogonal und normiert), wenn für je zwei
von ihnen gilt:

0 für p

jede dieser Formen ist dann notwendig beschränkt. Denkt man sich ihre
Koeffizienten etwa als Koordinaten eines Vektors im unendlichvieldimen-
sionalen Kaume der xl , &2 , . . . , so stehen alle diese Vektoren aufeinander
orthogonal*). — Für jedes Wertsystem mit konvergenter Quadratsumme
konvergiert die Quadratsumme beliebig vieler Orthogonalfunktionen und bleibt
kleiner als \ („Besselsche Ungkichung" )**):.

(11.) ^(^(x))2^^(^)2 + L2(^)2 + ̂ .<|^;

die linke Seite stellt eine beschränkte, übrigens positiv definite quadra-.
tische Form der unendlichvielen Variablen xl , x2 , . . . dar.

Hat man irgend ein System von Orthogonalfunktionen, über dessen
Mächtigkeit noch nichts bekannt ist, so gilt für jede Anzahl von ihnen
doch die Ungleichung (11.) und daher durch ^Spezialisierung der Variablen
auch jede der Ungleichungen

(P) =

Daraus folgt für jedes einzelne q, daß höchstens 2 der Größen lit,ltt,...
größer als i, höchstens 3 größer als i sein können und so fort, also
schließlich, daß nur abzählbar unendlichviele von ihnen von NuU ver-
schieden sein können. Da es aber nur abzählbar unendlichviele Indexwertet

£ = 1,2,... gibt — -f entsprechend den abzählbar unendüchvielen Variablen
%,a?2,... — , können auch in dem Schema aller Koeffizienten l^ nur ab -
«äMbar viele von 0 verschiedene Größen vorhanden sein, und somit ist be-

*) Komplexe Linearförmeii heißen orthogonal» weön
„Über die Auflösung..."; zitiert S. 214 Anm. ***).

**) Erh. Schmidt, Dissert. § 1. — Hubert IV, S. 1 5.
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220 Hellinger 9 Quadratische Formen von unendlichmelen Veränderlichen.

wiesen, daß jedes System normierter orthogonaler Linearformen abzahlbar un-
endlichvider Variabler höchstens abzählbar unendlichviele Formen enthalten kann* ).

Gilt nun speziell für ein Orthogonalsystem die Gleichung

(H'.) (
(P)

so heißt es vollständig; jedes Orthogonalsystem kann man zu einem voll-
ständigen durch Hinzufügung geeigneter Formen ergänzen**). Aus (l l'.)
folgt nun:

10 für p q

l für p=q,

das sind die aus (10.) durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen im
Koeffizientenschema L = (lpq) hervorgehenden Gleichungen. Man kann
beide Gleichungssysteme in der Matrizensymbolik zusammenfassen in

(10».)

wenn E die „Einheitsform"

bedeutet. Auch die Bilinearform *£ = lpqxpyq heißt orthogonal; sie ist
(p, 0)

.notwendig beschränkt.
Wegen (10.) und (lO7.) lösen die Gleichungssysteme

*) Der Beweis ist identisch mit dem von Herrn E. MAmidt (Comptes Bendus de
Tuend, des sciences. Paris. T. 143 (1906), S. 956 ftr Orft^tealsysteme von Funktio-
nen einer Variablen geführten.

**) Hubert IV, S. 196-
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(12.) x; = Lp(x

(12'·) x^L't(x

(das sind die zu den Bilinearformen L und L' gehörigen linearen Trans-
formationen) sich gegenseitig auf und vermitteln daher eine umkehrbar
eindeutige Transformation des unendlich vieldimensionalen Raumes der Punkte
mit konvergenter Quadratsumme der Koordinaten. Diese Transformation
ist obendrein wegen (l l'.) orthogonal , d. h. sie führt die Einheitsform
in sich selbst über:

^ ' oder E(x) = E(x');
(P) (P) P V V

umgekehrt ist jede eineindeutige orthogonale lineare Substitution in der Foriti
(12.), (12'.) enthalten.

Die oben definierten Faltungsprozesse sind gegenüber orthogonalen
Transformationen kovariant*), d. h. gehen durch (12.) die linearen oder
bilinearen Formen M , A , . . . über in die notwendig gleichfalls beschränkten
Formen:

- LM(x') =

so geben sie gefaltet einfach die transformierten Formen der durch den
gleichen Faltungsprozeß aus L, A,... entstehenden Formen, z. B.:

(13.) A*M*~=*(AM)*9 * * = ( · )*.

§2.

Eigenformen der quadratischen Form.

Wir beginnen nunme%r das Studium der reetten beschränkten quadra-
tischen JÜfMNI unendlichvieler Veränderlicher, die wir

*> Hubert IV, S. 181.
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222 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

schreiben*). Durch, orthogonale Transformationen geht sie in andere
quadratische Formen über, und es handelt sich besonders darum, die
sämtlichen Invarianten von K gegenüber allen orthogonalen Transformatio-
nen anzugeben bezw. eine durch orthogonale Transformationen stets zu
erzielende eindeutig bestimmte Normalform für K aufzustellen, aus der
sich diese Invarianten ablesen lassen.

Genau wie in der Algebra (d. h. im Falle endlichvieler Variabler)
betrachten wir zu diesem Ende die Formenschar**)

wo E die die orthogonalen Transformationen charakterisierende Einheits-
form und ein Parameter ist, und gehen von der allgemeinen, natürlich noch
wesentlich zu präzisierenden Bemerkung aus, daß alle Werte , für die
die Form A einen ausgezeichneten, orthogonalen Transformationen gegenüber un-
veränderlichen Charakter hat, orthogonale Invarianten von K sein werden.
Eine solche ausgezeichnete Eigenschaft, die ganz ebenso in der Algebra
auftritt, ist z. B. — wie aus der Schlußbemerkung von § l hervorgeht —
die Existenz einer beschränkten „reziproken Form" K ( ; ) zu A, d. h. einer
Form, deren Produkt (Faltung) mit A gleich der Einheitsform ist:

(P,?* «)

— oder andererseits die Existenz einer „Nuttlösung", d. h. einer be-
schränkten Linearform M (#), deren Faltung mit A identisch verschwindet:

*) Es eei-Uer-mtr beiläufig bemerkt, daß sich die ganzen folgenden Ent-
wicklungen im wesentlichen unverändert auch auf Äermiiesche Bilinearformen an-
wenden lassen.

**) Herr Hubert betrachtet entsprechend der bei Integralgleichungen üblichen Be-
zeichnungsweise die Schar E— K; seine Eigenwerte etc. sind also die reziproken
Werte der im folgenden auftretenden.
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Man kann das auch so ausdrücken: Im ersten Falle haben die
zur Form A gehörigen unhomogenen linearen Gleichungen mit unendlich -
vielen Unbekannten

. V t = y p oder

für jedes System der Größen yp mit konvergenter Quadratsumme eine
eindeutig bestimmte Lösung mit konvergenter Quadratsumme:

im zwei ten Falle haben die homogenen Gleichungen

(1.)
(q)

eine von der trivialen Lösung xp^Q verschiedene Lösung xp = mp mit kon-
vergenter Quadratsumme der absoluten Beträge.*

Man bestätigt hiernach leicht auch direkt, daß für einen bestimmten
Wert von bei den zu einer orthogonal transformierten Form gehörigen
Gleichungen stets derselbe Fall eintritt, wie hier bei der ursprünglichen Form,
und zwar entstehen die betr. neuen Lösungen durch die gleiche orthogonale
Transformation aus den Lösungen der ursprünglichen Gleichungen.

Wie in der Algebra stellt Fall I den „allgemeinen Fall" dar, auf
den wir erst später zurückkommen werden, nachdem wir uns mit den
„Ausnahmewerten" beschäftigt haben; zu diesen gehört, wie sich zeigen
wird, außer dem Fall II noch eine wesentlich verschiedene in der Algebra
noch nicht auftretende Klasse von -Werten.

Wir behandeln nun also zunächst die durch (1.) definierten sog.
Eigenwerte der Form K. Es sollen hier nur einige allgemeine Eigenschaften
dieser Eigenwerte abgeleitet, nicht etwa ihre Existenz bewiesen werden;
denn die allgemeine beschränkte Form, die wir hier behandeln, muß nicht
notwendig Eigenwerte haben. Die Methoden, die ich hierbei zunächst
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324 HelUnger, Quadratische Formen von unendliehvielen Veränderlichen.

anwende, sind wesentlich dieselben, wie sie bei der direkten Untersuchung
von Integralgleichungen mit stetigen Kernen, die ja gewissen speziellen
quadratischen Formen entsprechen, schon früher gebraucht worden sind*).

Ich zeige zunächst, daß jeder Eigenwert einer redien quadratischen
Form reell ist. Denn multiplizieren wir (1.) mit dem zu = +
konjugiert komplexen Wert = — und summieren über p, so folgt

rechts ist jeder Term der Summe reell, links aber ist wegen der Realität
von Jcpp jeder Term mit p=q und wegen kpq = kgp auch die Summe je
zweier symmetrischer Terme kp9(xpx9 + 'x9xp) reell, so daß wir

und damit als reellen Quotienten zweier reeller Zahlen erhalten. Da
hier nur Werte der Form K für reelle Variable auftreten, folgt weiterhin
noch unmittelbar, daß der Betrag jedes Eigenwertes unterhalb des Maximums
von K (x) für olle reellen, ^#|<1 genügenden Wertsysteme liegt.

Wir können uns darauf beschränken, zu jedem Eigenwerte aus-
schließlich reelle Lösungssysteme xp der Gleichungen (1.) zu betrachten;
denn wegen der Realität von und Ä/M genügt sowohl der reelle als auch
der mit i multiplizierte Teil einer eventl. komplexen Lösung von (L) auch
für sich diesen Gleichungen. Es ist bequem, mit jeder Lösung xp = mp

von konvergenter Quadratsumme zugleich auch die notwendig beschränkte
Linear form M($) = mpxp der unendliehvielen Variablen xp zu betrachten,
die eine zum Eigenwert gehörige Eigenform von K(x) heißt. Wir schreiben
demgemäß statt der unendliehvielen Gleichungen

auch die eine Identität in den unendliehvielen Variablen x19xt,...:

(2.) KM(x)^lM(x) oder kürzer

*) Vgl E. Schmidt, Dissertation, § 4 und 5.
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Wegen der Homogeneität der Gleichungen (2.) kann man jede
Eigenform M (x) mit einem beliebigen konstanten Faktor multiplizieren;
speziell kann man durch Division mit V(M, M) = V2m* die zu M gehörige
„normierte Eigenform"

L(X)= \/(M,M)

bilden, die durch die Bedingung

(L,L) = 1

charakterisiert ist.
Um nun die Gesamtheit der wesentlich verschiedenen Eigenforinen

übersehen zu können, die möglicherweise zu ein und demselben zunächst
ungleich 0 angenommenen Eigenwert gehören, gehen wir von irgendeiner
normierten Eigenform Ll(x) aus, die also

lLi> und (L

genügt, und bilden die quadratische Form

Sie hat sicher Ll nicht mehr zur Eigenform mit dem Eigenwert , denn
es ist (vgl. § l, (5a.)) wegen (ale):

Nun kann aber Jj^ (Joch noch den gleichen Eigenwert mit einet anderen
noraaierten Eigenform L^(x) haben:

wo ^%)^1.
30*
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226 Hellinger i Quadratische Formen von unendliehvielen Ver nderlichen.

Indem wir diese Identit t mit L± falten, erhalten wir

nun ist die linke Seite nach dem assoziativen Gesetze (7a.) des § l gleich
(LlKlyL2)) und da auch- ^a;) als quadratische Form eine symmetrische
Form ist, folgt (vgl. (5.) des § 1) LlKl(x) = KlLl(x) und das ver-
schwindet wegen (cj.) identisch; daher wird auch (Ll,KlL2) = 0 und
mithin wegen λΦΟ auch

Damit und mit Hilfe von (aa.) ergibt sich nun, wenn man die Identit t
(bj.) mit L2 faltet:

d. h. auch L2 geh rt als Eigenform zum Eigenwert λ. Bildet man
nun weiter

(ba.) Κ,(χ)^Κι(χ)

so folgt genau ebenso

aber es kann Kz m glicherweise eine andere zu λ geh rige normierte
Eigenform L%(x) haben, die dann .notwendig wiederum eine zu Ll und L2

orthogonale Eigenform von K(x) ist:

Indem wir so immer weiter schlie en, kommen wir zu einem ganzen
System orthogonaler normierter Eigenformen LM (x) , und da dieses (|1, S. 220)
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höchstens abzählbar unendlichviele Formen enthalten kann, so folgt not-
wendig, daß wir nach endlichvielen oder abzählbar unendlichvielen Schritten
zu einer Form

(3.) K*(x)=K(x)-l\Li(xY + Lt(x)* + ...\

gelangen, die keine zu gehörige Eigenform mehr hat, während die beschränkten
Linear formen L 1 ( x ) y L2(x)... den Relationen

I I für v = ,
n r ±0 iiir v ,

x = rx, (-1,2,...)

(4C.) K0Ly(x)=0 ("=i,2,. ..)

genügen.
Es sei nun M (x) irgendeine zum Eigenwert gehörige Eigenform

von K(x):

(5.) ( ) = ( ).

Wir entwickeln M nach den Orthogonalformen L1 , L2 , . . . analog wie
man eine willkürliche Funktion nach Orthogonalfunktionen in FourierscheT
Manier entwickelt, d. h. wir bilden die Reihe:

(M, L,) Ll(x) + (M9L2) La (*) + ···.

Sie stellt notwendig eine beschränkte lineare Form dar; denn nach den
Ungleichungen (2.) und (11.) des § l ist ihr Quadrat kleiner als

00 <*) (P)

Also ist auch die Differenz

( '.)
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eine beschränkte Linearform; wir zeigen, daß sie notwendig identisch ver-
schwindet. Denn wegen (4C.) folgt durch Faltung mit KQ(x):

Tragen wir rechts für KQ den Wert (3.) ein und berücksichtigen, daß
Lv(xy mit einer Form M (x) gefaltet Lp(x) (L„, M) ergibt (vgl. § l, (5a.)),
so folgt:

oder wegen (5.) und (S7.):

N (x) wäre also eine zum Eigenwert gehörige Eigenfunktion von K^ und
muß daher — unserer Annahme über KQ(x) nach — identisch verschwinden.
Demnach folgt aus ( 7.)

d. h. jede zum Eigenwerte gehörige Eigenform von K (x) ist ein lineares
Aggregat der Orthogonalformen L I ( X ) , Z/t ($),... mit Koeffizienten von
konvergenter Quadratsumme — und umgekehrt ist natürlich jedes solche
Aggregat notwendig eine Eigenform.

Wir nennen die LI (x) , L2 (x), %. . , um diese Eigenschaft auszudrücken,
ein »wttständigee /System zueinander orthogonaler Eigenformen".' Es kann
natürlich versphiecbne solche Systeme geben, jedoch folgt unipttelbar
aus ihrer Definition, daß je zwei von ihnen durch eine eineindeutige ortho-
gonale Transformation aus einander hervorgehen:

Speziell enthalten diese Systeme also alle die gleiche endliche Anzahl, oder
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alle abzählbar unendlichviele Formen — wodurch die Vielfachheit des
Eigenwertes definiert ist.

Alle diese Entwicklungen übertragen sich unmittelbar auch auf den
bisher ausgeschlossenen eventuellen Eigenwert Null, indem man die Defi-
nitionsgleichung KL(x) =^0 der zugehörigen Eigenformen in

umschreibt; also stimmen die sämtlichen zum Eigenwert 0 gehörigen Eigen-
formen der Form K mit den sämtlichen zum Eigenwert l gehörigen der
Form K + E überein.

Das Eesultat dieser Betrachtung ist:
Zu jedem Eigenwert einer reellen beschränkten quadratischen Form

gibt es ein bis auf eineindeutige orthogonale Transformationen in sich be-
stimmtes vollständiges System zueinander orthogonaler Eigenformen, dessen
lineare Kombinationen (mit beliebigen Koeffizienten von konvergenter Quadrat-
summe) die sämtlichen Eigenformen für diesen Eigenwert umfassen. Die
Anzahl seiner Formen, die endlich oder auch abzählbar unendlich sein kann,
heißt die Vielfachheit des Eigenwertes .

Ich fasse jetzt weiterhin verschiedene Eigenwerte ins Auge, um ihre
Gesamtheit — das sog. Punktspektrum der quadratischen Form — übersehen
zu können. Es seien Ä t , 2 zwei verschiedene Eigenwerte, zu denen die
Eigenformen Z(1)(#), L(^(x) gehören:

( *.) KL(1) ( ) = ,1(1) ( ) oder 2kpql™=lliw , <P-i,2. ...)
(?)

(6b.) K L^ (x) - 2 L(2> (a?) oder

Multiplizieren wir (6a.) mit lf}, (6b.) mit l^ und summieren jedesmal über
p, so werden die linken Seiten wegen der Symmetrie von K (kpq = kqp)
einander gleich und es folgt:

(P) (P)
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230 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen-

und wegen j

(p)

Eigenformen, die zu verschiedenen Eigenwerten gehören, sind also zueinander
orthogonal. Da es nun nur abzählbar unendlichviele Orthogonalformen
geben kann (§1, S» 220), so folgt unmittelbar das wichtige Theorem, daß
jede beschränkte quadratische Form höchstens abzählbar unendlichviele Eigen-
werte besitzt. Nehmen wir für jeden dieser Eigenwerte das vollständige
System seiner orthogonalisierten Eigenformen nach dem vorigen Satze, so
erhalten wir das vollständige System aller überhaupt zu K (x) gehörigen
Eigenformen als ein System zueinander orthogonaler Linearformen.

Wir bezeichnen nun alle diese verschiedenen Eigenformen, in eine
einfache Reihe geordnet, mit Ll(x), L»(x),..., und die zugehörigen Eigen-
werte entsprechend mit 9 2,..., wobei unter diesen 9 2',... ein und der-
selbe Wert endlich oder gar abzählbar unendlich oft auftreten kann. Da alle
, unterhalb einer endlichen Grenze liegen müssen (S. 224) und da Lv(xf

stets konvergiert und unterhalb \ bleibt, konvergiert auch (
absolut und man erkennt leicht, daß es eine beschränkte quadratische
Form (im Sinne von §1, (4.)), darstellt. Wiederholen wir also den oben
(S. 225 f. f.) für einen Eigenwert angewendeten Prozeß nun unverändert
für alle Eigenwerte, und setzen

wo

(7a.) (£„,£„) = | , KLv(x)^lyLv(x), KQLv(x)=^Q,

so wird KQ(x) eine beschränkte quadratische Form, die außer = 0 keinen
einzigen Eigenwert mehr hat. Dann und nur dann, wenn K0(x) identisch
verschwindet, bilden, wie man leicht sieht, diese Ll9 Z / 2 > · · · ei*1 „vollständiges"
örthogonalsystem im frühei (S. 220) definierten Sinne.
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Indem man Ko = 0 annimmt, kann man gemäß der Darstellung (7.)
sofort Beispiele quadratischer Formen bilden, die eine ganz beliebige, nur
innerhalb endlicher Grenzen gelegene abzahlbare Menge reeller -Werte 9

2, ... zu Eigenwerten haben; man braucht unter Verwendung irgendeines
vollständigen Orthogonalsystems , beispielsweise des einfachsten möglichen
Ly (x) — xv, nur zu setzen:

Beispielsweise können die die Menge aller rationalen Punkte eines end-
lichen Intervalles sein, wobei jeder Punkt noch beliebig vielfach verwendet
werden kann.

Kapitel II.

Untersuchung des Streckenspektruins.
§3.

Formen ohne Punktspektrum.

Wir haben uns nunmehr mit der Untersuchung der Restform K0 (x)
zu beschäftigen, und ich führe zunächst als einfaches Beispiel*) für eine
solche beschränkte nicht identisch verschwindende Form ohne einen einzigen
Eigenwert die Form an:

K(x) = 1 2 + 2 3 + ··· .

Man kann nämlich die zugehörigen Gleichungen

— x2 AX I=O,

Sofort sukzessive auflösen und erkennt leicht, daß im Falle l Ä > l die

*) Siehe Hilbert IV, S. 208.
Journal für Mathematik Bd. 136. Heft 3/4.
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sich so ergebenden %,a?2, ... immer größer werden und daher keine kon-
vergente Quadratsumme haben können. Ist aber | |<1, so setze
man etwa:

= cos t und = c sin t ,

und findet dann nach bekannten trigonometrischen Formeln

x2 = 2 cos t*c· sin i == csin 2t,

&3 = 2 C O S £ « G · sin 2t — csin t = esin 3£,

und schließlich allgemein:

xp = c sin pt ; <p-i, 2, . . .>

aus dieser Darstellung ergibt sich leicht, daß ^ stets divergiert.
(P)

Man bemerkt nun jedoch, daß diese xp eine andere Konvergenz-
bedingung erfüllen, die einen verwandten und doch wesentlich verschiedenen
Charakter hat; es ist nämlich eine bekannte Eigenschaft der trigonometri-
schen Funktionen wie überhaupt jedes Orthogonalsystems, daß die Quadrat-
summe ihrer Integrale

( l sin pt dt)
V '

konvergiert. Dies gibt den Anlaß, auch allgemein nunmehr solche Lösungen
1( ), 2( ),... der homogenen Gleichungen

(L) .N

als Funktionen des kontinuierlich veränderlichen Parameters zu suchen, für
die lediglich die Quadratsumme der Integrale nach

(2.)

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/8/15 10:00 PM



Hellinge*,, Quadratische Formen von unen'äUchiMel^i

konvergiert; man wird in ihnen einen Ersatz für die event. fehlenden Eigen*
formen, bzw. in der Gesamtheit der Werte , für die iolche Lösungen
existieren, einen Ersatz für die Eigenwerte vermuten dürfen. Dazu wäre
zunächst nötig, daß jene Bedingung orthogonalen Transformationen gegen-
über invariant ist, d. h. daß mit den ( ) auch die durch eine orthogonale
Transformation aus ihnen hervorgehenden Funktionen

(3.) ( )=2 < ( )

die gleiche Eigenschaft haben. Hier tritt sofort eine charakteristische
Schwierigkeit auf. Da }* im allgemeinen nicht konvergiert, und die(2)
Größen opl, op2, · · · einer Zeile des orthogonalen Schemas schließlich j will-
kürliche Größen von nur konvergenter Quadratsumme sind, so wird die
Eeihe für im allgemeinen gar nicht konvergieren und auch an den
Stellen, wo sie etwa konvergiert, keine im gewöhnlichen Sinne integrierbare
Funktion darstellen. Wohl aber folgt, falls die Reihen (3.) <jtwa gleich-

mäßig konvergieren, unmittelbar, daß dieGrößeny ^( )< aus den/ ( )
o o

— d. s. Größen von konvergenter Quadratsumme — durch die gleiche
orthogonale Transformation (3.) entstehen, und daß daher ihre Quadrat-
summe tatsächlich konvergiert. Man könnte freilich versuchen, auch im
allgemeinen Falle mit dem Lebesgueschen Integralbegriff auszukommen,
jedoch würden auch da noch wesentliche Schwierigkeiten offen bleiben,
und vor allem würden kompliziertere Untersuchungen über Entwicklung
nach trigpnometrischen und allgemeineren Orthogonalfunktionen nötig werden,
wie sie dem Wesen des hier behandelten Problems durchaus nicht ge-
mäß sind.

Man kann aber allen diesen TJnzutraglichkeiten aus dem Wege
gehen, wenn man in konsequenter Weise ausschließlich die Integrale der
bisher genannten Lösungen ( ) betrachtet, wobei sich dann einige ein-
fache und für die vorliegenden Zwecke sehr bequem zu handhabende Ver-
allgemeinerungen des Integralbegriffes als zweckmäßig ergeben werden.
Wir werden nämlich statt du? Gleichungen (1.) die durch gliedweise Inte-
gration aus ihnen entstehenden Gleichungen «

31*
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(<r> · * '

betrachten; dur^h eine leichte Umformung der rechten Seiten wird es
gelingen, sie allein als Bedingungen für die Integralfunktionen

(5.) ) =
o

zu schreiben, und wir haben dann in ihnen Gleichungen für diese Funk-
tionen, die unter der Bedingung der Konvergenz von < ( )2 zu lösen sind.
Die hierin liegende Verschiebung der Fragestellung ist berechtigt, da es
ja in erster Linie nicht auf die Lösungen der Gleichungen (1.) ankommt,
sondern auf die Wertintervalle , in denen solche nicht identisch ver-
schwindende Lösungen %( ) bzw. nicht durchweg konstante (* ( ) mög-
lich sind; sie ist aber auch nützlich, da wir es nun statt mit den möglicher-
weise äußerst unstetigen Funktionen ( ) mit stetigen Funktionen ( ),
die sogar von beschränkter Schwankung sind, zu tun haben werden.
Überdies ließe sich zeigen, daß man stets nachträglich unter Verwendung
der Lebesgueschen Begriffe leicht zu den Differentialquotienten %( ) der
gefundenen (> ( ) übergehen kann, und zwar erfüllen diese dann—wie sich
leicht ergibt — die Gleichungen (1.) im Sinne der „Äquivalenz" oder
„mittleren Konvergenz"*) d. h. das Integral des Quadrates des Restes der
links stehenden Reihen konvergiert gegen Null.

Ich will nun zunächst, bevor wir diesen Gedankengang durchführen,
einige dabei notwendige eigenartige Integrationsprozesse nebst ihren ein-
fachen Eigenschaften kurz ohne Beweis zusammenstellen, so wie ich sie
bereits in meiner Dissertation**) benutzt habe.

§4-
Hüfssätze über gewisse Integrale.

Eine Tunktion ( ) einer reellen Variablen nenne ich, wie üblich,
monoton wachsend öder kurzweg monoton, weün für Ä!>»Ä2 stets

, *) K Mseh$rr „f3ur la eonvergaaee en mayaime". (X B. de FAead. des Sciences*
Paris. T. 144 (1907), S. 1022,

**) Siehe besonders § 5 (S. 26—8l)."'
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ist (streckenweises Konstantbleiben ist ako nicht ausgeschlossen)* Die
Differenz zweier monotoner Funktionen f»t (λ) — ρ2 (λ) = / (λ) hei t nach Herrn
C. Jordan*) eine Funktion von beschr nkter Schwankung fa Variation bornSe);
sie hat die charakteristische Eigenschaft, da die f r jede beliebige Ein-
teilung eines Intervalles a < λ <Γ 6 durch endlichviele Punkte λ0 « α,
A! , λ2 > · · · λΛ_1, λη = δ gebildete Summe der Betr ge der Zuw chse von Punkt
zu Punkt:

unter einer festen von der Wahl der Einteilung unabh ngigen Grenze bleibt.
Ist f ( x ) obendrein noch stetig, so hat diese Summe f r jede Folge solcher
Teilungen, deren gr tes Intervall gegen Null konvergiert — d. h. genau
bei dem das gew hnliche Integral definierenden Grenzproze — einen Wohl-
bestimmten von der speziell verwendeten Teilungsfolge unabh ngigen Grenz-
wert, den man passend durch

(L)

bezeichnet und Gesamtschwankung von f(x) im Iniervall (a, &) nennt; er
ist eine stetige Funktion der oberen Grenze 6**).

Ist nun u (λ) irgend eine weitere stetige endliche Funktion und w hlt
man bei dem beschriebenen Grenzproze in jedem Intervalle A<_1 <C l < λ$
irgendeinen Wert u{ dieser Funktion, so folgt aus der Existenz von (1.)
unmittelbar auch die Existenz des folgenden im gleichen Sinne zu
verstehenden integralartigen Grenzwertes***):

(2.)

*) Ctmrs d'analyse. 2* &L (Paris 1893), S. 54 fl.
**) Beweis bei Lebesgue, l^^ons sur Fintfegration, (Paris 1904), S. 52 ff.

***) Solehe Integrale wurden bei verwandten Untersuchungen nchon fr her be-
nutet, besonders von Stwltjes^ „Eecherehes sur les fractions continutt". (Annales de
la Eatt ltt. des Sciences de Toulouse T. VIH (1894) =% M6m, prfes. par div. sav. 4 FAcad.
dies Sciences. Paris. T. ΧΧΧΠ. No. 2.)
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er stellt eine stetige Funktion beschr nkter Schwankung der oberen Grenze
dar. Ist u (λ) selbst gleichfalls von beschr nkter Schwankung, so folgt
leicht die Formel der „Produktintegration":

(3.) / *(λ) i/(A) = [>(λ) /(λ)]&-/ /(λ) du (λ).

Ist von /(λ) nur Stetigkeit bekannt, so kann diese Formel zur Definition
des linken Integrales dienen.

Ist speziell in einem ganzen Intervalle u(λ)>m>0, so leitet man
aus (2.) oder (3.) ohne wesentliche Schwierigkeit die Umkehrungsformel her:

wo

brigens kann man jedes Integral (2.) als Differenz zweier ge-
w hnlicher Integrale entsprechend der Zerlegung von / (λ ) in die Differenz
zweier monotoner Funktionen ρ (λ) darstellen. Denn die Inverse λ = λ(ρ)
besitzt h chstens abz hlbar unendlich viele (den Konstanzintervallen von ρ(λ)

/*<*>
entsprechende) Unstetigkeitsstellen; daher existiert J η(λ(ρ))άρ im ge-

(?(«)
rb

wohnlichen Sinne und ist offenbar gleich J η ( λ ) ά ρ ( λ ) .
a

Wesentlich ber den Eahmen dieser Begriffe hinaus geht jedoch
ein weiterer zuerst in meiner Dissertation aufgestellter integralartiger &renz-
proze , den wir im folgenden brauchen werden. Es seien g (1), A (λ), ^(λ)
monotone, endliche und stetige Funktionen, und /(λ),·/!(λ) zwei weitere
Funktionen, f r deren Zuw chse in einem jeden betrachteten Teilintervalle
/i die Ungleichungen

(5.)
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gelten. Dann *) ist / ( ) notwendig stetig und von beschränkter Schwankung,
und es existieren für jede Folge von Teilungen des Intervalles ( , ) in
eine wachsende Anzahl gleichmäßig immer kleiner werdender Intervalle
Jl9...Jn — d. h. wiederum genau bei dem das gewöhnliche Integral de-
finierenden Grenzprozesse — die wohlbestimmten, von der speziell ver-
wendeten Teilungsfolge unabhängigen Grenzwerte („Integrale"):

dg ( )

dg ( )

Dabei sind event. Konstanzintervalle ^^=0, in denen wegen (5.) auch
/^/—O ist, nicht zu berücksichtigen. Diese Integrale sind nun als Funk-
tionen der oberen Grenze stetig und sogar von beschränkter Schwankung,
und es gelten die Ungleichungen:

Setzt man an Stelle von (5.) nur voraus, daß die Summen (5a.) sämtlich
unter einer endlichen Grenze bleiben, so kann man das Integral (5a.) als
ihren Limes superior definieren; man kann jedoch — falls mir /( ) und
g (l) stetig .sind — leicht zeigen, daß auch dann das Integral genau im
oben angeführten Sinne als eigentlicher Grenzwert und mit genau den
gleichen Eigenschaften existiert**).

*) Siehe Dissert. S. 27—29.
**) Beweise bemerke man, daß der Limes superior jedenfalls eine monotone

Funktion h (V) der oberen Grenze darstellt, für die ( d f f < ^ A g A ~ h gilt; bildet man
nun durch Subtraktion der (höchstens abzählbar unendliehvielen) Sprünge aus h ( ) eine
stetige Funktion ( ), so folgt durch einfache Abschätzungen aui Grund der Schwarz«
sehen Ungleichung, daß auch (dff^Agn^ ist, d. h. die Bedingung (5.) ist tat-
sächlich erfüllt. . .
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238 B-ellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

Durch Kombination der Begriffe (2.) und (5.) erhält man weiterhin
die Existenz der Grenzwerte*)

(7·)

Endlich sei noch die Bemerkung nachgetragen, daß, falls die
Funktionen/, g,... stetig differenzierbar sind, die Integrale (2.), (3.), (5.),
(7.) in unmittelbar ersichtlicher Weise in gewöhnliche Integrale der Diffe-
rentialquotienten dieser Funktionen bzw. von Produkten oder Quotienten
aus ihnen übergehen.

Wir werden diese Begriffe in der Folge besonders in ganz be-
stimmtem Zusammenhange anzuwenden haben. Es seien (>i ( ), 2 ( ),...
stetige Funktionen, derart daß ( )2 konvergiert und eine stetige, endliche

(p)
Funktion von darstellt. Dann konvergiert die beschränkte Linearform

(8.)

für jedes Wertsystem der xp von konvergenter Quadratsumme gleichmäßig
in (§ l, S. 215) und stellt daher eine stetige Funktion dar, deren Integral
durch gliedweise Integration gewonnen werden kann; für jede Funktion
u ( ) von beschränkter Schwankung folgt daher

oder durch Anwendung von (3.):

*) Siehe Dissert. S. 60.
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(p)
(9.) f

und das eine wie das andere Integral stellt offenbar eine beschränkte
Lineärform dar.

Wir fügen nun die Annahme hinzu, daß — unter 0 ( ) eine bestimmte

monotone Funktion verstanden — die Integrale / - — 7 ^ ' existieren
; d0o W

und* für alle der Ungleichung JE o£ < l genügenden Wertsysteme unterhalb
(p) =

f*df*l bleiben. Ist dann/ ( ) irgendeine Funktion, für diey ~- existiert, so ist stets

_
l l U. l / j TTT — *£< *v

eine beschränkte Linearform der xp. Denn für eine Einteilung des Inter-
valles (a, 6) in n Teile 4l9...Jn ist jedenfalls

- , - * * , / ^ ^ , / ^ /^^ f'dP^eine beschrankte, nach (6.) unterhalb ( / - / - / ~ i—)
\« dPoJ /

bleibende Form der xp; also muß die Quadratsumme der Koeffizienten unter-

/
df2
~~~ bleiben. Da nun obendrein bei gleichmäßiger Verkleinerung

a **£o
der Teilintervalle für jedes p

dQp ( )T l A/W AgP ( ) /
T'- 1 Ji^W

existiert, so kann für jedes feste Werteystem der xp nach (3.) dea § l der
Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 32
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Grenzwert der rechten Seite von (10a.) gliedweise gebildet werden, womit
tats chlich (10.) folgt.

Mit Hilfe von (9.) und (7.) folgt aus (10.) unmittelbar

durch zweimalige Anwendung dieser Formel ergibt sich, da

} Λ,ω·> ω(λ)

eine beschr nkte quadratische Form der a?p darstellt, f r die die zugeh rige
Bilinearform bzw. die Faltung mit einer Linearform L (x) gegeben ist durch

_ bzw.

§5.

Eigenschaften der Differentiall sungen.

Mit diesen Hilfsmitteln kn pfen wir nun an die Fragestellung des
§ 3 an. Wir fragen nach solchen abzahlbar unendlichviden stetigen
Funktionen ^3(λ), ρ2(λ), . . . de& reellen Parameters λ, f r deren Zuw chse
<^(>ρ = (^(λ2)— ρρ(λι) in jedem Intervalle ^/ = (λ 1 ? λ 2 ) die unendlichvielen
Gleichungen

(i.)
^•i

basteheil, und deren Quadratsumme obendrein gegen eine stetige endliche
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Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Ver nderlichen* 341

Funktion von λ konvergiert:

(2.) 2

Das entspricht tats chlich genau den Gleichungen (4.), (5.) des § 3, denn

wenn -§γ = φΡ(^} speziell als stetige Funktion existiert, geht (l.)nach derαλ,
Bemerkung von S. 238 genau in (4.) ber. Nat rlich ist dadurch jedes
ρρ(λ) h chstens bis auf eine willk rliche additive Konstante bestimmt, die
wir etwa so normieren k nnen, da / LAf± ^^ verschwinde^.

Nun ergibt sich leicht, da die Intervalle 4 der λ-Achse, in denen
die L sungen JQP von (1.) nicht s mtlich verschwinden, einen orthogonal
invarianten Charakter haben. Denn multiplizieren wir die Gleichungen (l.i) mit
Variablen xp von konvergenter Quadratsumme, summieren ber p und
f hren wieder die beschr nkten Linearformen

(3.) Ρ ( λ ; χ ) = 2ρΡ(λ)χρ,

ein, so folgt unter Ber cksichtigung von (9.) des §4 und unter Benutzung
der Faltungssymbole des §1 (S. 216):

(4.)

Aus der Kovarianz des Faltungsprozesses bei orthogonaler Trans-
formation (§ l, (13.)) folgt nun unmittelbar, da f r eine orthogonal trans-
formierte Form K'(x') die Koeffizienten ρρ der durch die gleiche Trans-
formation aus Ρ(λ ;# ) hervorgehenden Form Ρ /(λ;« /) L sungen der ent-
sprechenden Gleichungen sind; da wegen der Orthogonalit t der Trans-
formation jedenfalls Σ4$\~ΣΛ$% ist, so unterliegen sie der gleichen

Konvergenzbedingung (2.) und verschwinden dann und nur dann f r ein
Intervall d s mtlich, wenn alle Λρρ = 0 sind.

32*
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242 Hellinger 9 Quadratische Formen von unendlichvielen Ver nderlichen.

Es erweist sich nun bequem, statt von dem System der Zuw chse
//(>ρ(λ) bzw. der Linearformen Λ Ρ ( λ \ χ ) f r alle m glichen Intervalle J
der λ- Achse symbolisch von den „Differentialen" άρρ(λ) bzw. den
, ̂ linearen Differentialformen6 ' d P ( λ ; χ) = Σ d ρρ ( λ) χρ zu sprechen* ) , die wir

beschrankt nennen, insofern die Konvergenzbedingung (2.) erf llt ist. Dem-
gem schreiben wir an Stelle von (1.) und (4.)

(l7·)

(4'.) ΚάΡ(λ-,χ) —

und sagen kurz, die Differentiale αρρ(λ) gen gen den gew hnlichen homogenen
zu K — l E geh rigen Gleichungen, bzw. die Differentialform άΡ(λ;χ) ist
eine zum Werte l geh rige „Eigendifferentialform" von K(x); nat rlich soll
das lediglich ein kurzer Ausdruck f r den durch (1.) bzw. (4.) dargestellten
Sachverhalt sein; denn im allgemeinen braucht ja der Differentialquotient

~ oder gar -p- nicht zu existieren, und einen eigentlichen Sinn haben
(l Λ Ct A

eben nur die integrierten Gleichungen (1.) (vgl. § 3). Wir sagen, da
dP(l;x) an einer Stelle λ identisch verschwindet, wenn f r jedes sie ein-
schlie ende Intervall Λ Ρ ( λ ; χ ) identisch verschwindet. Dann ergeben
unsere bisherigen Betrachtungen offenbar, da die Gesamtheit der Stellen,
f r die K(x) nicht identisch verschwindende beschr nkte Eigendifferential-
formen besitzt, allen orthogonalen Transformationen gegen ber invariant ist;
diese Punktmenge, die, wie sich zeigen wird, die M chtigkeit des Kontinuums
besitzt, hei t nach Herrn Hilbert, der ihre Existenz zuerst nachgewiesen
hat**), Streckenspektrum oder kontinuierliches Spektrum der Form K.

Wir leiten nun die fundamentale Eigenschaft der Eigendifferential-
formen her, die der Orthogonalit t der zu verschiedenen Eigenwerten ge-
h rigen Eigenformen entspricht***). Wir betrachten die zwei getrennt

*) Vgl. meine Dissertat. S. 21, 74.
**) Hubert IV, S. 1,72.

***) Einen analogen Beweis gibt Herr Weyl (Math. Ann. 66, S. 296) gelegentlich
der bertragung des bereits in meiner Dissertation aufgestellten Begriffs der Differen-
tiall sungen auf Integralgleichungen.
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liegenden Intervalle (0^) und (μ^ μ%) des Streckenspektrums:

f r die die Gleichungsysteme gelten:

Indem wir sie mit {^ρ(μ^}~ ρρ(μτ)} bzw. ί>ρ(λ1) multiplizieren und
ber p summieren, erhalten wir wegen der Symmetrie von K (die Ver-

tauschung der Summationsfolge links ist erlaubt, da die ρρ Wertsysteme
von konvergenter Quadratsumme sind):

li(P)

F hren wir nun die Faltung der beiden Formen P (λ; χ), Ρ (μ; χ) ein:

(5.) <Σ(?ρ(λ) &ρ(μ):=Ε(λ, μ)9

so geht die letzte Gleichung nach (9.) des § 4 ber in

(6.)

wo der Index am Differentiationszeichen die Variable anzeigt, nach der
integriert werden soll. Nach (3.) des § 4 und unter Benutzung des ge-
w hnlichen Mittelwertsatzes der Integralrechnung k nnen wir die rechte
Seite umformen in
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244 Hellinger , Quadratische Formen von unendliehvielen Ver nderlichen.

• /v.
μ 2 Ε ( λ ΐ 5 μι) — μιΕ(λΐ9 μ^—J Ε(λ1? u) <Ζμ

/Ί

, = μ2 {Ε(λ1} ί*,) — Ε (λ!, μ,)} + (μ^ — μ^) {Ε(λ1? ,^) — Ε(λ 1 ? α)},

wo μ einen Wert zwischen μι und μ2 bezeichnet. Damit geht (6.) ber in

und hieraus folgt, da im ganzen Integrationsintervalle 0 < λ < λχ der Faktor
bleibt, nach (4.) des §4:

(7
2 — "ι

^E^.JO-E^,^) fh\E(l,T<)-t(*.^)\d^

Nun f hrt eine einfache Absch tzung zum Ziele. Es ist n mlich nach
der Schw rzschen Ungleichung:

-us der Tatsache, da jedes einzelne ρρ(μ) und Σ^ρ(μ}2> stetige Funktionen
(p)

von μ sind, folgert man ganz leicht, da der zweite Faktor rechts beliebig
klein wird, wenn u gegen μ^ konvergiert, und daher wird dann auch
E (λ, ~μ) — Ε (λ, μλ) unabh ngig von λ beliebig klein. Also folgt aus (7.),

da μ gleichzeitig mit μ2 gegen μ^ konvergiert und r stets unterhalb
^2—

einer endlichen Grenze bleibt:

_
"" 5
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mit ndern Worten, die Funktion Ε(λ 1 ?α) von μ besitzt an jeder Stelle
μι^>λ1 die Ableitung 0 nach μ, d. h. sie hat f r alle diese Stellen bei
festem λχ denselben von μι unabh ngigen Wert; da sie aber gewi auch
noch an der Stelle μ = λ± eine stetige Funktion von μ darstellt, ist dieser
Wert gleich Ε(λ ΐ 5 λ^. Wir haben also schlie lich, da auch j eine will-
k rliche Stelle war, unter Ber cksichtigung von (2.):

(8.) E(l^) = 2Q,(l)9Pfa) = 2o,(ir = 9i>(l) f r
(P) (P)

Um die hiermit gewonnene charakteristische Eigenschaft bersicht-
licher auszudr cken, schlie en wir aus ihr zun chst f r die Zuw chse

λ) in irgendeinem Intervalle λΊ <Γ

(P) (P)

Ist ferner ^2(λ2<λ<μ2) ein zweites ganz oberhalb ̂  liegendes Intervall
, so folgt hnlich:

(8M

Bezeichnen wir endlich mit ^/i,^2 zwei ganz beliebige Intervalle und mit
^/(1|2) ihren gemeinsamen Teil, so erhalten wir aus(8a.) und (8b.) unmittel-
bar durch entsprechende Zerlegung der Differenzen ^ιρρ

(9.)

wobei ^(12)p0=0 ist, wenn ^,^2 keinen Teil gemein haben. Hierin sind
offenbar (8.), (8a.), (8b.) ak Spezialf lle enthalten» und der bequemste
Ausdruck der charakteristischen Eigenschaft ist damit gefunden.
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Wir k nnen (9.) als Eigenschaft der durch (4.) definierten Linear-
formen ζ/Ρ(λ;#) so aussprechen: Die zu zwei getrennt liegenden Intervallen
^!,z/2 geh rigen (4.) gen genden Formen sind orthogonal, indessen sind sie
so normiert, da die Quadratsumme ihrer Koeffizienten nicht gleich l,
sondern gleich der zugeh rigen Differenz der Funktion (>0(λ) ist:

(9·.)

Mit der oben eingef hrten symbolischen Sprechweise werden wir das k rzer
als Eigenschaften der „Differentialformen" ά ? ( λ ; χ ) ausdr cken:

10. wenn
i mdpo(λ), wenn λ —μ,

und werden demgem das System der Differentialformen άΡ(λ;χ) ein
System orthogonaler Differentialformen sowie die f r ihre Normierung ma -
gebende Funktion (> 0(λ) seine Basisfunktion nennen. Unser Resultat ist
dann, da die zu den verschiedenen Stellen des Streckenspektrums geh rigen
Eigendifferentialformen einer beschr nkten quadratischen Form zueinander
orthogonal sind.

Wir k nnen im Anschlu hieran leicht zeigen, da das Strecken-
spektrum notwendig ganz im Endlichen und zwar zwischen Maximum und
Minimum von K(x) gelegen ist — genau wie es f r das Punktspektrum
galt. Denn multiplizieren wir etwa die Gleichungen, (1.) mit Λρρ(λ) und
summieren ber p, so folgt unter Ber cksichtigung von (9.) des § 4 aus
der Orthogonalit tseigenschaft {da λ1<Α<Α2):

α»,ί) " "" ^ ·/ "(P)

Nun steht links der Wert der quadratischen Form K (o?) f r die Variablen
4?$«;ί/ρρ(·λ); deren Quadratsumme ^p0 ist; die rechte Seite ist weg£a
der Monotonie :von; p (λ) gleich einem Mittelwerte λ im Intervalle (λΐ 3 λ2)
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multipliziert mit JpQz= ( )*. Also nimmt die Form K (x) tmtei der
Nebenbedingung ^ == l den Wert an und kommt daher, da wir J
beliebig klein nehmen können, jedem Werte im Streckenspektrum beliebig
nahe; damit ist wegen der Beschränktheit von K die Behauptung bewiesen.
— Ähnlich könnte man nun übrigens noch direkt zeigen, daß ein Strecken-
Spektrum aus komplexen Werten nicht auftreten kann.

Wir müssen nun zunächst einige Hilfsbetrachtungen einschalten:

§6.

Systeme orthogonaler linearer Differentialformen.

Ich bemerke zunächst, daß die sämtlichen Koeffizienten ( )
bzw. ( ) unseres Systems ebenso ein zweidimensionales (von 2 Vari-
ablen p, abhängiges) Schema darstellen, wie die Koeffizienten lpq der
früher betrachteten Systeme abzählbar unendlichvieler normierter Ortho-
gonalformen Lp(x). Nur durchläuft jetzt der eine Index einen konti-
nuierlichen Wertevorrat — einen Teil der reellen Achse — , während vorher
beide Indizes gleichmäßig die abzählbare Keihe der ganzen Zahlen durch-
liefen. Im Grunde ist diese Abweichung aber nur eine scheinbare, da für
jedes p die kontinuierlich vielen Werte ( ) eine stetige Funktion von
bilden sollen und daher bereits durch abzählbar viele Angaben bestimmt
sind. Infolgedessen werden wir tatsächlich Resultate erhalten, die den
für jene abzählbaren Systeme geltenden Sätzen ganz analog sind.

Aus der unser System definierenden Relation

1 5 2 ( P )

schließen wir zunächst, wenn ̂  = J2 ist, daß stets ^o^>0, d- h. daß die
Basisfunktion notwendig monoton ist; ferner folgt, daß in sämtlichen Konstanz-
Intervallen von ( ) sämtliche (^( ) konstant d. h. sämtliche J P ( ; )
identisch Null sind. Die Gesamtheit der Stellen, an denen die Differential-
formen dP( ; ) (im Sinne von S. 242) nicht identisch verschwinden, d. h.
das ihnen zugehörige Streckenspektrum, ist also identisch mit der perfekten
Punktmenge, die von der reellen -Achse nach Abzug der inneren Punkte der

Journal für Mathematik Bd. 136. Heft 3/4. 33
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höchstens abzählbar unendlichvielen Konstanzintervalle von ( ) übrig
bleibt; sie hat als solche notwendig die Mächtigkeit des Kontinuums.

Wir bilden jetzt aus unseren orthogonalen Differentialformen das,
was der Quadratsumme beschränkter* Orthogonalformen analog ist. Sind
J^...Jn irgend n getrennte Teile eines Intervalles ( , ) der -Achse, so
sind die n Formen

V— j 7 \~ 'Ai (>0 ( )

wegen (l.) n orthogonale normierte beschränkte Linearformen. Also ist
nach einem bekannten Satze (§1, (11.)) ihre Quadratsumme:

<^ y *SsiS®*·Ä 4 PO W =

Da das für alle Teilungen des Intervalles (a, 6) gilt, und die obere Grenze
J?a?J von der Wahl der Teilung unabhängig ist, folgt aus § 4 (S. 237) in

dem dort definierten Sinne die Existenz des Integrales:

}
l Ä. j
X 7

das zudem nach (12.) des § 4 eine beschränkte quadratische Form der xp

darstellt.
Nachdem so die Existenz dieser Integrale garantiert ist, verstehen

kf>\- ° ' rbdf2
wir unter / eine beliebige Funktion, für die nur J —^— existiert; dann

*a ^°
folgt aus (10.) des § 4, wenn wir darin für xp die Werte ( · ) an irgendeiner
Stelle A! des^lntervalles (a ,&) setzen:
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danach (1.) Σρρ(λ)ρρ(11) gleich ρ0(λ) bzw. ρ0(λ3) ist, je nachdem

oder λ>λ! ist. Wir k nnen diese offenbar absolut und gleichm ig kon-
vergente Reihe als Entwicklung von /(λ,) nach den Funktionen ρρ(λ)
bezeichnen. — Bedeutet /ι(λ) eine zweite gleichartige Funktion wie /(λ), so

wenden wir wiederholt die Formel (10.) des § 4 an, indem wir xp = / *.
a *fc°

und daher nach (3.) Ρ(λ; χ) = f l ( i ) setzen; wir finden dann:

( } << «fctoW «fco W «fco W

Diese Formel ist der Orthogonalit tseigenschaft (1.) v llig quivalent, und
zwar ergibt sich (1.) sofort aus ihr, wenn wir /(λ) in <Jly Λ(λ) in J2

gleich PO (λ) , und /(λ) au erhalb ^ sowie /ι(λ) au erhalb z/2 konstant
setzen.

Man kann nun zu jeder beliebig, nur als monotone stetige Funktion
gegebenen Basis ρ 0 ( λ ) ein solches System orthogonaler Differentialformen leicht
bilden. Es sei der Bequemlichkeit halber po(f l ) = 0, pQ(6) = l angenommen,
was keine wesentliche Einschr nkung ist, und es m gen die stetigen
Funktionen φι ( t ) , <p2 (£),... ein sog. „vollst ndiges Funktionensystem" f r
das Intervall 0<Z<1 bilden, d. h. es bestehe f r je zwei willk rliche
nur abteilungs weise stetige Funktionen u ( t ) , v (t) die Relation:

(5.) Σ/ u(t)<pp(t) dt f v(t}<pp(t)dt =f u(t)v(t)dt.
(P) 0 0 0

Solche Systeme kann man leicht bilden*); ein einfachstes Beispiel sind be-
kanntlich die trigonometrischen Funktionen φρ (t) = V2 sin npt. Dann stellen
die Funktionen

(5*)

*) Vgl etwa Hubert V, S. 442fi.
33*
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die Koeffizienten eines Systemes orthogonaler Diffefentialformen dar; denn
setzen wir u ( t ) = u^Q(l·)) gleich l, wenn in 4L variiert, sonst aber gleich
0> und ebenso v (t) = ( 0( )) gleich l, wenn in J2 variiert und sonst
gleich 0, so geht (5.) unmittelbar in die definierende Eelation (1.) über.

Man wird ein System linearer Differentialformen vollständig nennen,
wenn die Ungleichung (2.) für alle als Gleichung erfüllt ist:

^ oder
V ; *

Das soeben konstruierte besondere System wird auch vollständig, wenn
man den noch die Eelationen:

(7.)

auferlegt; denn aus (5a.) ergibt sich unmittelbar nach dem Mittelwertsatz,
daß die verallgemeinerten Integrale (6.) diesen gewöhnlichen Integralen
gleich sind.

Man nennt gewöhnlich die Gleichungen (5.) die Vollständigkeits-,
(7.) die Orthogonalitätsrelationen, also gerade umgekehrt als die Benennung,
zu der wir hier naturgemäß geführt werden. Man denkt sich nämlich
dabei gerade alle Werte ( ) für einen festen Index p zu einem Indivi-
duum, einer Funktion, zusammengezogen, während wir hier gerade alle Werte

( ) bzw. <1 ( ) für eine feste Stelle zu einem Individuum, einer
Differentialform, zusammenfaßten. Beides ist gleich berechtigt, ebenso wfe
man aus einem gewöhnlichen abzählbaren orthogonalen Schema (lpg) sowohl
die Formen Lp = £lpgxq, als auch die ^— ^ ^ bilden kann; nur ist das(?) (?)
Resultat im vorliegenden Falle äußerlich von etwas verschiedener Form,
da nur noch der eine Index p des Schemas abzählbar viele, der andere
jedoch kontinuierlich viele Werte durchläuft. Jedenfalls sind aber auch
hier Orthogonalitäts- und Vollständigkeitsrelation ihrem Wesen nach gleich-
artige, nur in der Auffassung unterschiedene Relationen; die Erfüllung
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der einen von ihnen zieht stets eine' gewisse Ungleichung als notwendige
Folge nach sich, die · — wenn sie in eine Gleichung übergeht — die andere
liefert.

Wir wollen nun endlich noch gleichzeitig mehrere in Demselben
Intervalle, der l- Achse definierte Systeme orthogonaler Differentialformen

} mit den Basisfunktionen < )( ) ( =1,2,...)' in Be-
'(P)

tracht ziehen, die außerdem noch sämtlich untereinander, orthogonal, sein
sollen, d. h.

i O für
(8.)

> für «=

Da demgemäß die für getrennte Intervalle z/f oder verschiedene Indizes a

gebildeten Linearformen . * ein System beschränkter normierter Ortho-
1U<?<«> .

gonalformen bilden, so können wir durch Wiederholung des Schlusses von
S. 248 folgern, daß jede Summe von endlichvielen oder abzählbar
unendlichvielen Integralen, deren jedes nach (2.) aus einem der Systeme

( )( ; ) gebildet ist, konvergiert und eine der folgenden Ungleichung ge-
nügende quadratische Form darstellt:

,9.) JE
9

Weiterhin aber können wir hieraus oder auch direkt aus dem für be-
schränkte Orthogonalformen geltenden entsprechenden Satze (§ l, S. 220)
schließen, daß es in jedem Intervalle J=(a,b) der -Achse höchstens ab*
zählbar unendlichviele solche nicht identisch verschwindende aufeinander
orthogonale Systeme orthogonaler Differentialformen geben kann. Denn da

$p = p<>> (b)— £ ) (ß) j edenfalls von Null verschiedeü ist, h&tte|x wir in
^ pM(Ji'x) '·
—, sonst mehr als abzählbar unendlichviele nicht identisch verschwin-

dende normierte beschränkte Orthogonalformen.
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§7.

Die Integraldarstellung der quadratischen Form f r das Streckenspektrum.

Wir fahren nunmehr in den Betrachtungen von § 5 fort, und zwar
gestatten uns die inzwischen gewonnenen Hilfsmittel, das in § 2 (S. 225 ff.)
bei den, Punkteigenwerten eingeschlagene Verfahren ganz genau zu ber-
tragen, wenn wir uns jetzt zur Frage nach den s mtlichen in einem Inter-
valle (a, 6) m glichen Eigendifferentialformen von K(x) wenden. Es. sei also
άΡ(1)(λ;χ) irgend eine solche mit der Basisfunktion p^H^)'

so bilden wir die nach (2.) des § 6 und (12.) des § 4 beschr nkte qua-
dratische Form

(b,.)

Sie hat sicher α Ρ ( 1 ) ( λ ; χ ) nicht mehr zum Eigendifferential im Intervalle
(a, 6); denn zufolge (12a.) des §4 wird f r jedes Intervall ^=(λ1}λ2)
innerhalb (α, δ):

mnd da wegen der Orthogonalit tseigenschaf t ( P(1) ( λ ) , J p(1) ) unabh ngig
von λ ist, wenn λ au erhalb J variiert, andernfalls aber gleich $}(λ)— (^(λι)
ist, so folgt

=0 wegen (a

Nun kann allerdings K^ m glicherweise noch andere Eigendifferentialformen
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<?Ρ ( 2 )(λ;χ) im Intervalle (a, 6) besitzen, die dann ein System orthogonale*
Differentialformen, etwa mit der Basis (>ο2)(λ), bilden:

(a,.) *^Ρ<»(λ;*) = λ<ΪΡ»(λ ;*) , wo

Falten wir diese Identit t mit JlP(l}(Ji;x)9 wo Jt irgendein zweites Teil-
Intervall von (et, δ) ist, so verschwindet in R cksicht auf die Symmetrie
der Form Kl wegen (c^) die linke Seite identisch, und es folgt, wenn wir
noch die rechte Seite nach (9.) des § 4 umformen:

Da dies f r jedes Teilintervall A von (a, b) gelten soll, mu der Integrand
identisch verschwinden (vgl. §4, (4.)), d. h. f r je zwei Teilintervalle
J9^ gilt:

Palten wir nunmehr (ble) mit ^P(2), und behandeln den Integralbestandteil
genau wie oben, so ergibt er dieser Identit t zufolge Null, und unter
Ber cksichtigung von (a2.) bleibt

d. h. άΡ(2}(λ;χ) geh rt als Eigendifferential f r das Intervall (a, b) auch zu
der urspr nglichen Form K(x).

Nun bilden wir weiter nach demselben Verfahren die neue be-
schr nkte Form

K (x)-K * - ··- Λ(<*ρα) <*;*))*J λ ^(1)(λ)
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254 Helling er , .Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

für die sofort ebenso ' '

folgt. Wohl aber kann K2 möglicherweise ein weiteres System von Eigen-
differentialformen (^( ; ) haben, das dann notwendig auch ein zu dP(1}

und dP*® orthogonales Eigendifferentialsystem von K selbst für das 'Intervall
( , :&) ist-

So fortschließend erhalten wir ein ganzes System zueinander ortho-
gonaler Eigendifferentialformen ( ) ( ;#), und da es deren nur abzählbar
unendlichviele geben kann (vgl. S. 251), so muß unser Verfahren nach
höchstens abzählbar unendlichvielen Schritten ein Ende erreichen: wir
müssen schließlich zu einer Form

f"

gelangen, die für das Intervall ( a , b ) kein einziges Eigendifferential mehr hat,
während die höchstens abzahlbar unendlichvielen P(a) den Relationen

5 (2».')

genügen; die Beschränktheit der Form (1.) folgt auch bei unendlich vielen
P(a) aus der Ungleichung (9.) des § 6.

, ,r. PS sei nunt (1; = irgendein zum Intervalle (a, 6) ge-
'· ···** · ' s x · : "\, ·» (P) \ ' ·'·- ' - - \

höriges .System yon ffigendifferentialformen von Jfi[(a?):
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(3.) ΚΛΠ(λ; χ) =yid!/7(i; χ).

Wir bilden nun, ganz analog wie wir fr her eine beschr nkte Linearform
nach einem System orthogonaler beschr nkter Formen entwickelten (8. 227),
das, was wir etwa eine „Entwicklung des Systems beschr nkter Differen-
tialformen ά Π ( λ ; χ ) nach den orthogonalen Differentialformen dP(a)(l; χ)"
nennen k nnen. Wir erhalten sie, indem wir die Quadratsumme dieses

fb (d!P(a>)2
Formensy stemes Σ / -, (a} mit Λ Π falten, was nach (12a.) des § 4

(«) a dQ (a)

ergibt:

Nun m ssen aber die f r getrennt liegende Intervalle gebildeten Differenzen
z/t Ρ(α) , Λ2 Π orthogonal zueinander sein, da beides Differentialeigenformen
von K sind; es war offenbar unwesentlich, da wir beim Beweise dieses
Satzes in § 5 (S. 242 ff.) f r die L sungen in beiden Intervallen denselben
Buchstaben P verwendeten. Daher ist die Faltung (Ρ(α) (λ), j Π) wiederum
stets von λ unabh ngig, wenn λ au erhalb J variiert, w hrend sie inner-
halb J eine gewisse stetige Funktion σ(α)(λ) darstellt, die bis auf eine
additive Konstante gleich (Ρ(α)(λ), Π(α\λ)) ist. Nunmehr bilden wir mit
jener so umgeformten Linearform die notwendig wiederum beschr nkte
Linearform

wo

wir zeigen, da sie notwendig identisch verschwindet. enn zun chst
ergibt sich durch Faltung mit KQ (x)

Journal f r Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 34
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256 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

da die eigentlich noch additiv hinzutretenden Integrale das wegen (2b.)
identisch verschwindende Differential von 0

 ( )( ; ) als Faktor enthalten.
Tragen wir nun rechts für KQ den Wert ( L ) ein und berücksichtigen wie soeben,
daß d ( P ( a ) ( l ) , J ) nur in 4 von 0 verschieden und gleich do(a\l] ist,
so folgt mit Benutzung von (3.):

Indem wir endlich die rechte Seite mit Hilfe von (7.) des § 4 umformen,
geht sie unter Berücksichtigung der leicht ersichtlichen gleichmäßigen
Konvergenz der Reihe (3'.) einfach über in

d. h. z//70 wäre ein Eigendifferential der Form KQ für das Intervall (a, b)
und muß daher — unserer Annahme über KQ nach — identisch verschwinden.
Also folgt aus (3X.)

(4.)

was wir, indem wir symbolisch den Übergang zu den ,, Differentialen"

vollzogen denken, so aussprechen können:
Jede Differentialeigenform einer quadratischen Form K(x) läßt sich

in dieser Weise als lineares Aggregat von höchstens abzählbar unendlichvielen
orthogonalen Differentialformen ( )( ·, ) darstellen, und jedes solche mit

willkürlichen Funktionen ( )( ), für die nur 2j ^-—konvergiert, gebildete
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Aggregat stellt offenbar eine Differentiallösung dar; die ( )( ; ?) mögen ein
vollständiges System zueinander orthogonaler Eigenformen für
das betr. Intervall heißen.

Nun können wir (a, 6) auf das ganze vom Maximum und Minimum
von K ( x ) (unter der Nebenbedingung < = 1) begrenzte Intervall aus-
dehnen, auf das nach S. 246 das Streckenspektrum von K(x) notwendig
beschränkt ist; dann hat die durch (1.) definierte Form KQ(x) überhaupt
kein Streckenspektrum mehr, denn eine zu einem außerhalb (a, 6) gelegenen
Intervalle gehörige Eigendifferentialform müßte auch Eigendifferential von
K ( x ) selbst sein. Unser Theorem liefert also das vollständige System aller
überhaupt zu K ( x ) gehörigen Eigendifferentialformen, und es besagt über-
dies, daß jedem Teilintervalle des Streckenspektrums — genau wie jedem
Punkteigenwert — eine gewisse höchstens abzählbar unendliche Vielfachheit
zukommt; das gesamte Streckenspektrum entsteht also (vgl. § 6, S. 247)
einfach durch Überlagerung der perfekten Mengen der Stellen, in deren
Umgebung jede der Basisfunktionen poe>(*) nicht konstant ist. Übrigens
gestattet uns (L), wenn wir etwa KQ = 0 setzen, sofort die Konstruktion
quadratischer Formen mit beliebig gegebenem Streckenspektrum, bzw. mit
beliebig gegebenen abzählbar unendlichvielen Basisfunktionen, da wir ja
nach (5.) des § 6 (S. 249) zu jeder von ihnen ein System orthogonaler
Differentialformen sofort angeben können.

Im allgemeinen kann nun aber KQ(x) noch ein Punktspektrum haben,
und, wie man leicht sieht, ist dies, von der Stelle Null abgesehen,
identisch mit dem Punktspektrum von K(x). Denn ist 0 ( ) = 1 ( ),
so folgt wegen (2*>.) unmittelbar (M, ( )) = 0, wenn nur ^ ist, und daher
ergibt die Faltung von (L) mit M in der oben ausführlich erörterten
Weise ( ) = 0 \ )= (x). / Umgekehrt aber folgt aus dieser
letzten Gleichung wegen (2a.)

und da dies für jedes Intervall J gilt, ist wiederum (^P(ö>,M) = 0 und
daher gemäß (1.) KQ M (x) = K M ( ) = L M (x). Hierin ist zugleich enthalten

34*
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258 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

(für = ), daß eine durch ein Streckenintegral allein dargestellte
Form keinen von NuU verschiedenen Punkteigenwert haben kann. Wir
können nun, also KQ(x) nach (7.) des § 2 durch das vollständige System
Lß($) (/2=1> 2,...) der Eigenformen von K(x) darstellen und erhalten,
wenn wir das in (1.) eintragen, schließlich

(5.) K(x) = 2 ) . ' + (Lß(x)Y + B(x) ,
(«) g, ^ 0 \ / (3)

wo R(x) eine beschränkte quadratische Form ist, die außer dem Eigen-
werte =0 weder Punkt- noch Streckenspektrum mehr besitzt. Ich werde
im nächsten Kapitel zeigen, daß eine solche Form R(x) notwendig iden-
tisch verschwindet; wir haben alsdann in (5.) die kanonische Darstellung der
quadratischen Form durch ihr Streckenspektrum und ihre Differential-
eigenformen einerseits, sowie ihr Punktspektrum und ihre Eigenformen
andererseits — dieselbe Darstellung, die ich in meiner Dissertation (vgl.
besonders § 9, Satz III, S. 60) aus den Resultaten von Herrn Huberts
4. Mitteilung hergeleitet habe.

Mit der Herleitung dieser Formel ist die Theorie der quadratischen
Formen zu einem gewissen Abschluß gebracht; einerseits stellt sie den Aus-
gangspunkt für alle Anwendungen, andererseits die Grundlage für weitere
theoretische Entwicklungen dar. In dieser letzteren Hinsicht sei hier als
leichte Folge von (5.) noch erwähnt, daß zwei quadratische Formen sicher
dann orthogonal ineinander transformierbar sind, wenn ihre Eigenwerte ein-
schließlich ihrer Vielfachheit und i hie Basisfunktionen paarweise überein-
stimmen (vgl. meine Diss., Satz IV, S. 61). Wesentlich schwieriger ist
jedoch die Herleitung notwendiger und hinreichender Bedingungen für
orthogonale Äquivalenz; dazu ist — wobei aber immer die Formel (5.)
den Ausgangspunkt bildet — noch eine tiefergehende Untersuchung der
Integrale des § 4 nötig, und es .stellen sich dann neben den bisher als
Streckenspektra schlechtweg bezeichneten perfekten Mengen gewisse nicht
abgeschlossene Mengen („eigentliche" Spektra) als maßgebend heraus, die
sich in bestimmter Weise aus der Art des Wachstums der Funktionen ( )( )
ergeben, und die jene perfekten Mengen zu Ableitungen haben (a. a*. 0.
Säte VII, S. 74; VIII, S, 80).
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Kapitel III.

Die Existenz des Spektrums.
§8.

Die reziproke Form von K — v E als analytische Funktion von v.

Wir haben nun zur Vervollständigung unseres Beweisganges noch
zu zeigen, daß eine quadratische Form, die außer = 0 kein Punkt- oder
Streckenspektrum hat, identisch verschwindet. Nun können wir aber jede
Form leicht durch eine andere mit gleichem Wertevorrat ersetzen, die

= 0 sicher nicht zum Eigenwert hat: Bedeutet nämlich La(x) (a = l, 2,...)
ein vollständiges orthogonales System der zum Eigenwert = 0 gehörigen
Eigenformen von K (x) (§ 2, S. 2281), so ergänzen wir diese Formen durch
Mß(x) (ß = l, 2,.. .) zu einem vollständigen Orthogonalsystem (§ l, S. 220),
und nehmen die eineindeutige orthogonale Transformation x'a = La(x),
Xß = Mß(x] der Variablen , x2,... in x[, x%,..., x'i, x'z,... vor. Dann ver-
schwindet wegen KLa(x) = Q auch die Faltung der transformierten Form
K (x) = K*(x' x"} mit den Linearformen x'a, d. h. dies Ä* enthält in Wahr-
heit nur noch die Variablen Xß; da ferner alle zu = 0 gehörigen Eigen-
formen lineare Kombinationen der La(x) — xa sind, hat K*, allein als Form
der x'ß betrachtet, = 0 überhaupt nicht mehr zum Eigenwert. Es genügt
demgemäß, das folgende Fundamentaltheorem zu beweisen:

Jede nicht identisch verschwindende beschränkte quadratische Form
besitzt entweder eine nicht identisch verschwindende Eigenform oder eine solche
Differentialeigenform.

Zum Beweise gehe ich von der Untersuchung der reziproken Form
K (r; x) der mit komplexen Parameterwerten = + gebildeten Formen-
schar K—v E aus, die (vgl. § 2, S. 222) definiert ist durch

(1.) (K-vE)K(v;x) = KK(v;x)-vK(v;x)^£(x).

Für den Existenzbeweis dieses K ( v ; x ) kommt vor allem ein allge-
meiner Satz in Betracht, den Herr 0. Toeplitz*) aufgestellt und durch

*) „Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen von unendlich-
vielen Veränderlichen." Nachr. d. K. Ges. d. Wies, zu Göttingen. Math,-phys. Kl.
1907, S. 101.
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ein wesentlich, algebraisches Verfahren (die sog. Jaeo&ische Trans-
formation der quadratischen Form) bewiesen hat: daß eine reelle be-
schränkte Bilinearform A eine eindeutig bestimmte Reziproke dann und
nur dann besitzt, wenn die beiden definiten quadratischen Formen AA'
und A' A für keine der Bedingung J£#|= l genügende Wertsysteme beliebig

kleine Werte annehmen. Neuerdings hat Herr E. Hilb*) diesen Satz
einfacher durch Benutzung einer Potenzreihenentwicklung bewiesen, während
er andererseits auch aus den allgemeineren Untersuchungen von Herrn
E. Schmidt**) über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlichvielen
Unbekannten folgt.

Für unsern Zweck eignet sich die Hilbsche Beweisführung am besten,
da sie sich leicht so ausgestalten läßt, daß sie auch einige für den Existenz-
beweis des Spektrums notwendige Abschätzungen liefert; um das alles bald
mit zu erhalten, stelle ich sie mit unwesentlichen Modifikationen zunächst
dar. Dabei hat, weil es sich um komplexe Formen handelt, an Stelle von A'A
die Hermitesche Form A'A zu treten (vgl. § l, (9.))***). Wir bilden also,
da K und E reell und symmetrisch sind, mit zwei konjugiert komplexen
Stellen = -{· 9 — — i a die Form

(2.) 8^( ~ )( -- ) = -

die also wiederum eine reelle symmetrische Form ist. Da (K — E)2 positiv
definit ist (§ l, (8a.)), so folgt

(3.) ^( )> 2 für Ä=JEa£=l,

d. h. S hat in jedem Punkte außerhalb der redien Achse ein von Null ver-
schiedenes Minimum.

Nun .verwende ich nach Herrn Hüb die „C. Neumannsche Potenzreihen-
entwicklung" in folgender Weise zur Darstellung der Reziproken S~~l von S:

*) Zitiert oben, S. 212. Anm. *).
**) Zitiert oben, S.,214. Anm. ***).

***) Vgl. 0. Toeplitz, a. a. 0., S. 109.
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Es kommt darauf an, eine Form mit einem Mimmum kleiner als l zu
erhalten, nach deren ansteigenden Faltungen man dann S""1 entwickeln
kann. Eine solche Form ist

(4.) S1=

wo a irgendeine unterhalb des reziproken Maximums von S(x) (für

= 1) und also auch unterhalb -^ gelegene positive Zahl bedeutet:

(5.) 0< - 1
Max 8 '

denn 'dann bleibt wegen (3.) tatsächlich a S stets zwischen « 2 und l
und daher

(4M ()<£,(»)< l -«/""< l für 2xl=l.
- (p)

Nun folgt aber unmittelbar, daß die Reziproke von S=-(E — Sl) gerade

durch die folgende unendliche nach sukzessiven Faltungen von St ansteigende
Reihe dargestellt wird:

( .)

Denn zunächst ist — immer für Jta£</l — nach (6b.) des § l Max SJ <
(p) J

(Max )"<(! —a/*2)*,, und daher bleibt der Best unserer Reihe unterhalb

^ ~af ^ , d» h. die Reihe konvergiert gleichmäßig für alle jene Wertsysteme2

ajp und ilellt daher offenbar auch eine beschränkte quadratische Fprm mit

dam Maximum —ä dar; nach einer Bemerkung auf S. 218 des § l ist

obendrein jeder Summand der Reihe und daher auch diese selbst positiv
definit, iodaß wir seMießlich haben:
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262 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen.

Endlich aber findet man durch gliedweise Faltung, die wegen der gleich-
mäßigen Konvergenz der Reihe unmittelbar erlaubt ist:

q.e.d.

Ist einmal ein bestimmter Wert cc gewählt, so ergibt genau die
gleiche Überlegung, daß die Reihe (6.) auch gleichmäßig in jedem Gebiete
der - - Ebene konvergiert, in dem die Ungleichung (5.) erfüllt ist und

obendrein oberhalb einer von Null verschiedenen Zahl bleibt. Ist nun M
die obere Schranke von \ K ( x ) \ 9 so ist nach (6b.) des § l Ä<
und daher ist (5.) erfüllt, wenn:

Also konvergiert (6.) in jedem von einer Parallelen zur reellen - Achse

und zwei Kreisbogen (M ± )2 + 2 =--— begrenzten Gebiete gleichmäßig;

indem man genügend klein macht, kann man dieses Gebiet beliebig groß
machen und es insbesondere längs eines beliebig langen endlichen Stückes der

-Achse ausdehnen.
Nunmehr schließen wir weiter, daß die Faltung

(7.)

die Reziproke von K — v E selbst ist; denn es ist auf Grund des assoziativen
Gesetzes der Faltui^ioperation (§ l, (7b.)):

(K-vE] K - (K-vE) (K-rE) S~l * SS~l = E.

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/8/15 10:00 PM



.Helling er , Quadratische Formen von unendUekvielen 'Veränd&sKdimi±

Man bestätigt unmittelbar, daß dies! K eine symmetrische Form, d. h. daJ
die transponierte Form K' = S~~l(K— ~vE) = K ist; dßnn in der Reihe für
S~~l treten nur Aggregate von E, K, K2,... („ganze Funktionen von K")
auf, und je zwei solche Aggregate A, B sind, wie leicht zti sehen, ver-
tauschbar, d. h. es ist AB=BA. Als obere Schranke von K erhalten wir
nun, da nach (9a.) des § 1:

K (i/; 0) 2<S-X (K- v E) (K-vE).S~l =

gilt, wegen (6a.):

Damit ist aber bewiesen, daß K — v E für jedes komplexe v mit Ausnahme
höchstens der Stellen der reellen Achse eine beschränkte reziproke Form K ( v ; x )
besitzt, die überdies noch bei Annäherung an die reelle Achse .von nicht
höherer als erster Ordnung unendlich wird (d. h. (^; ) bleibt unter
einer endlichen Grenze). Diese letzte Tatsache entspricht dem Satze der
Elementarteilertheorie, daß eine reelle symmetrische Bilinearform nur ein-
fache Elementarteiler hat. Man erkennt übrigens nun auch leicht, daß K ( v ; x )
an jeder Stelle, wo es überhaupt existiert, als beschränkte Reziproke
(d. h. durch die Gleichung (1.)) bereits eindeutig bestimmt ist; denn wäre
(K — v E) &!— E, so folgte durch vordere Faltung mit K (da wegen der
Symmetrie von K K(K — vE)=E ist) unmittelbar K^K*).

Es ist nun ferner sofort zu sehen, daß der Wert dieser Form K ( v ; x )
für jedes bestimmte Wertsystem der xp bzw. jeder einzelne ihrer Koeffi-
zienten im ganzen Existenzbereich eine reguläre analytische Funktion von v
darstellt. Man kann nämlich in der Umgebung jeder Stelle , an der

( ;2?) = K0 als beschränkte Form existiert, die Reziproke durch folgende
nach Potenzen von v — VQ fortschreitende Reihe darstellen, deren Koeffi-
zienten die sukzessiven Faltungen von K0 sind:

(8.) . K(y ;a? )«K 0 ( a? ) + (y-y0) (a?) + (v-

*} VgL-0, 'ZbepKfr, a. a. 0., S.
Journal für Mathematik, ßi 136. Heft 3/4. 35
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Denn einmal kann man genau wie bei (6.) zeigen, daß diese Reihe für

Jj>_y01 <;_:-.—__. absolut und gleichmäßig gegen eine beschränkte quadra-
Max l KQ l

tische Form konvergiert, und andererseits bestätigt man durch gliedweise
Faltung unter Berücksichtigung von (K—rQ)K0 = E, daß tatsächlich
vermöge. (8.):

(K-vE) K =·( - <, ) K-(*-*o) K = (K-^E)K„ =-· E

wird, d. h. daß die Reihe (8.) wirklich die durch (L) eindeutig definierte
Reziproke darstellt»

In ganz analoger Weise können wir auch eine Reihenentwicklung
von K ( v ; x ) in der Umgebung des unendlichfernen Punktes angeben, und
zwar ist diese

(9.)
\ /

unabhängig von der vorherigen Kenntnis von ( 7. ) , da für unendlich wachsende v

-(K — v E) in die sich selbst reziproke Form E übergeht. Auf Grund

wiederum der gleichen einfachen Abschätzung erkennt man, daß für
| v \ ̂ > Max \K | =M9 d. h. also außerhalb eines Kreises mit dem Radius M9

(9.) gleichmäßig und absolut gegen eine beschränkte Form konvergiert,
während durch gliedweise Faltung sofort wieder folgt:

Die Betrachtungen des folgenden abschließenden Paragraphen beruhen
nun — kurz gesagt — darauf, daß K ( v ; x ) als eine nicht identisch verschwin-
dende für alle nichtreellen Werte und auch im Unendlichen reguläre
analytische Funktion notwendig auf der reellen Achse im Endlichen Singu-
laritäten (Punkte oder Linien) haben muß; ich werde ein Verfahren an-
geben, aus dem Verhalten von K in der Umgebung .Dieser Singularitäten
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die iägenformen und die Differentiallösungen herzustellen und ihre Existenz
zu beweisen.

§9.

Verhalten der reziproken Form an der reetten Achse: das Spektrum.

Nähert sich v der reellen Achse, so wird zwar K ( v ; x ) durchaus
keinen bestimmten Grenzwert besitzen müssen; da es aber dabei von
höchstens erster Ordnung unendlich wird, so werden wir aus seinem parallel
der reellen Achse erstreckten Integrale einen bestimmten endlichen, Grenz-
wert ableiten können, der uns gerade die gewünschten Lösungen liefern
wird. Setzen wir nun

(l·) K ( y ; a ? ) = -SaiÄ(K)*,» f fu9»

wo jedes xpq (r) eine außerhalb der reellen Achse reguläre analytische
Funktion ist, so können wir die Definitionsidentität (1.) des § 8 von K
auflösen in die Koeffizientengleichungen:

(2.) Sk^x^M-vXnM =dpq.

Die Reihe linker Hand konvergiert in jedem um ein endliches Stück von
der reellen Achse abstehenden Gebiete gleichmäßig (vgl. § l, S. 215), da
in ihm nach (7a.) des § 8 K(v;x) und mithin auch £xaxaq(v) eine von V(«)
unabhängige endliche obere Schranke hat; also dürfen wir, wenn wir (2.)
bei einem festen Werte von nach integrieren, die unendliche Reihe
gliedweise integrieren und finden:

(3.)

Nun konvergiert &ber ^Ea©t einer Bemerkung von S, 216 auch die Beihe
(L) für den in Betraoht kommenden Wertbereich von gleichmäßig, und
daher ist für jedes Wertsystem xp

35*
Brought to you by | University of California

Authenticated
Download Date | 6/8/15 10:00 PM



28IJ Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Ver nderlichen.

K ίΐΜ τΛ/7~λ— y *r v l y ίιΛϋΙ· l i/V. (w <r\ /72 T1 *r <r / Ί/V f ιΛ/7 2 ·K ^ , x ) « t A - £xpa; / ^^ώλ, / νκ (v,a;)(i/_ ^,»,»,/ ι/^^) «(λ,

diese Integrale stellen also offenbar beschr nkte quadratische Formen dar.
Wir k nnen daher die Gleichungen (3.) zusammenfassen zu der Faltungs-
ideutit t:

K/ Κ(λ+*>;ά)(Ζλ — f

Spalten wir hier K nach (7.) des § 8 in Real- und Imagin rteil, so er-
geben die mit i multiplizierten Teile:

(4.) κf^μS-1dλ—fίλμS-ldλ~μJ \K-3iE) S~ldlL= 0.

Indem wir nun in dieser Gleichung zur Grenze μ == 0 bergehen,
wird sich ergeben, da die (notwendig existierenden) Grenzwerte des

ήIntegrales J μ8^~1άλ die Eigenformen bzw. Differentialeigenformen liefern.

Tats chlich sieht man ja zun chst ohne R cksicht auf Konyergenz, da
(4,) in die die Differentialeigenformen definierende Identit t rein formell
bergeht — · sofern bei diesem Grenzproze das dritte Glied gegen Null kon-

vergiert. Es wird der erste Schritt unseres Beweisganges sein, diese
Tatsache zu zeigen; dabei liegt die Bemerkung zugrunde, da (Κ-λΕ)άλ
wegen (2.) des § 8 nichts als das Differential von S selbst ist, so da es

/Ύ?4?
sich einfach darum handelt, die Absch tzung des Integrales/-1 =logs in
t , . ~ . , * *" * " %/ s
das Gebiet des Kalk ls mit Bilinearformen (Matrizen) zu bertragen. Im ein-
zelnen gestaltet sich die Absch tzung so: Wie oben (S. 262) bemerkt, kann man
daa Parameter a so Jklein w hlen, da die Reihe (6.) des § 8 f r S""1 im
ganzen Intervalle Ao^l^Aj und . f r .einen festen Wert von.* /i gleichm ig
konvergiert, so. da man also das Integral
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V

gliedweise ausrechnen kann. Nun findet man durch direktes Ausrechnen,
wenn man die Vertauschbarkeit je zweier „ganzer Funktionen" von K
(vgl. S. 263) berücksichtigt:

und daher wird

f\K lE}S-ldl=l \(E aS) \ ^~^^2
 + (%-<*&}* _|..

•̂  V l s. \

Aus der Ungleichung (4a.) des § 8 folgt nun sofort, daß die rechte Seite dem
absoluten Betrage nach stets unterhalb

1 , 1_ log_

bleibt; also ist stets

(5.) /·/.
und dieses Integral konvergiert daher mit abnehmendem tatsächlich gleich-
mäßig gegen Null. .

Wir haben nun zweitens zu untersuchen, was bei dem Grenz-

^jMrozeß aus J 8~~ wird; wir zeigen zunächst, daß dieses längs eines
A»

hinreiehend großen Intervalles erstreckte Integral stets einen endlichen und
sogar von Null verschiedenen Grenzwert hat. Wir bemerken sogleich, daß
dabei immer nur das Intervall (— M, + M) — unter M die obere Schranke
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von \JS. (x) | verstanden — in Betracht kommen kann; denn fü
bleibt K (r; x) regulär und daher auch >S"~1 = KK endlich, und

konvergiert gleichmäßig gegen Null. Zum Beweise der letzten Behauptung
wenden wir nun den Ocmc%schen Integralsatz auf das Gebiet der oberen
Halbebene an, das von einem Halbkreise f mit dem Radius r^>'M und
der Parallelen g im Abstände *v zur reellen Achse begrenzt wird; in diesem
Gebiete ist K (v; x) eine reguläre analytische Funktion von v und daher ist
das Randintegral:

yk(^; ) + jK(v;x)dv--=-0.
(ö) (f)

Lassen wir nun gegen Null konvergieren, so geht der imaginäre Teil des

ersten Integrales in L j 8~1 über; im zweiten Integral können
^ —

wir für K die Entwicklung (9.) des § 8 einführen, so daß es, wenn wir
noch v = r ei(f setzen, übergeht in

Da wir r beliebig groß nehmen können, wird das einfach gleich — in E (x)
(a. i. im wesentlichen das Residuum von K im Unendlichen) und daher
haben wir in der Tat

f

(6.) LJ

Nun könnte man weiterhin durch eine der Abschätumg (5.) ähn-
liche, nur etwas kompliziertere Betrachtung (eine Übertragung des Arcus-

/
**!

8~~ stets
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einen bestimmten Grenzwert f r μ=0 hat. Da aber μ$~~ι wesentlich
positiv ist, so gen gt die Formel (6.) bereits, um auf die Existehz eines
bestimmten Limes superior des Integrales bei diesem Grenzproze zu
schlie en, der wegen (6.) zugleich eine positiv definite und beschr nkte
(unterhalb nlbleibende) quadratische Form der xp darstellen mu ; setzen wir

r1
(7.) Lim sup / μ8~~ι(χ)αλ = σ(λ; χ),

so ist σ(λ;χ) bei festen xp eine monotone Funktion von λ, die aller-
dings nicht notwendig stetig zu sein braucht. Man kann dann nach
einem bekannten Verfahren sofort eine solche Folge von Werten μ an-
geben, da f r sie auch eine zugeh rige gew hnliche Limesgleichung (7.)
f r alle in Betracht kommenden Werte λ und χ gilt, und es w ren nur
diese Werte μ im folgenden zu verwenden.

Nehmen wir nunmehr in (4.) den Grenz bergang vor,
fh

so konvergiert zun chst K J μ8 ιάλ gegen Κ(α(λι) — α(λ0)); denn jeder
2o

Koeffizient jener Form ist seinerseits eine Linearform der Koeffizienten
r"1

von J μ S ι ά λ , und sein Grenzwert ergibt sich daher nach der „Voll-
λ«

Stetigkeitseigenschaft" der beschr nkten Linearformen (§ l, S. 215), indem
man f r diese Argumente ihre Grenzwerte einsetzt. Es bleibt nun nur
noch der zweite Summand von (4.) zu behandeln, den wir durch Produkt -
Integration umformen in

M AO

Der Grenzwert des ersten Gliedes hiervon l t sich unmittelbar angeben;
ferner aber konvergiert, wie man durch eine sehr einfache Konvergenz-
betrachtung zeigen kann, falls eine Eeihe monotoner Funktionen gegen
eine endliche (monotone) Funktion konvergiert, auch ihr Integral gegen

/

AI*- , .*»AI
μ8~ι'άλ den Grenzwert J o dl

. - - ·*»
besitzt« Daher geht unsere Gleichung (4,) schlie lich ber in

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/8/15 10:00 PM



270 Hellinger, Quadratische Formen von unendlichvielen Ver nderlichen.

(8.) Κ(σ(λ1;χ)-σ(λ0;χ))~ [λσ(λ;χ)γ + f * α(λ;
λβ ·>

AO

Damit ist nun aber unser Ziel erreicht:
Wegen (6.) kann n mlich ο(λ;χ) f r kein Wertsystem der χ kon-

stant sein, da

(9.) σ( + Μ;χ) — σ(— M; x)^n Zxl - n
(p)

ist. Nun w re es e inersei ts m glich, da es an einer Stelle /0 einen nicht
identisch in den xn verschwindenden endlichen Sprung ^ο(χ]<^ιηΣχ\ be-P x- o v /= (i)) p

sitzt; dann folgt aus (8.), wenn wir das Intervall ( Λ 0 , ^ ι ) um die Stelle
λ zusammenziehen:

(10.) Κ4σ(χ)-Λ»4σ(χ) = (ί oder

Da nun Λ α nach der Annahme mindestens eine Zeile von nicht durch-
weg verschwindenden Koeffizienten hat, die zudem konvergente Quadrat -
summe besitzen, so existiert eine nicht verschwindende Eigenform, und A0 ist
ein Eigenwert der Form K(x). Wie man leicht sieht, f llt diese An-
nahme eines Sprunges ,νοη σ (λ; χ) damit zusammen, da K (r; χ) an der
Stelle v— λ0 einen Pol mit dem Residuum Jo(x) hat.

Existiert aber zweitens kein solcher Sprung, so mu es
wegen (9.) mindestens ein Intervall (λ0, λα) geben, in dem die stetige
Funktion α(λ;χ) stetig w chst; dann k nnen wir wegen (3.) des § 4 die
Gleichung (8.) auch schreiben:

/·*!

Κ(ο(ίι\χ] — 0( o;x))—J Ad (a;x)=Q oder
(H.)

(a)

Da nun nach der Annahme mindestens in einer, Zeile der Koeffizienten
von σ (λ; a?) nicht alle Koeffizienten konstant sind, und da sie zudem eine
konvergente Quadratsumme haben, so existiert eine nicht identisoh v&r-
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schwindende Differentialeigenform, und das Intervall (Ä0 ,Aj) enthalt
gewiß Teile des Streckenspektrums der Form K.

Damit ist der am Anfang von § 8 ausgesprochene Fundamentalsatz
vollständig bewiesen.

Im allgemeinen wird natürlich ( ; ) sowohl Sprünge, als auch
Intervalle stetigen Wachstums haben; die ersteren geben die sämtlichen
Eigenwerte, die letzteren die sämtlichen Streckenspektra von K(x). Man
kann nun aber ein Verfahren angeben, das aus ( ; ) die sämtlichen
einzelnen Eigenformen sowie die einzelnen Differentialeigenformen in
der in Kap. II festgestellten Normierung herzustellen gestattet, und so
auch die Vielfachheit des Spektrums liefert; was das Streckenspektrum
angeht, so kommt hier gerade das in § 9 meiner Dissertation angegebene
Verfahren in Beträcht. Dieser Hinweis möge hier genügen, um anzu-
deuten, wie sich diese Betrachtungen des Kap. III auch zu einer voll-
ständigen Herstellung der sämtlichen Eigenformen ausgestalten lassen.*)

Inhaltsübersicht.

Kap. L Unte rsuchung des Punktspekt rums.
§ 1. Fundamentaleigenschaften linearer und quadratischer Formen

unendlichvieler Veränderlicher 213
§ 2. Eigenformen der quadratischen Form 221

Kap. II. Un te r suchung des Streckenspektrums.
§ 3. Formen ohne Punktspektrum 231
§ 4. Hilfsätze über gewisse Integrale 234
§ 5. Eigenschaften der Difierentiallösungen 240
§ 6. Systeme orthogonaler linearer Difierentialformen 247
§ 7. Die Integraldarsteilung der quadratischen Form für das Streeken-

spektrum 252
Kap. III. Die Existenz des Spektrums.

§ 8. Die reziproke Form von K—v E als analytische Funktion von v. 259
* § 9. Verhalten der reziproken Form an der reellen Achse: das Spektrum. 265

*) Vorstehende Abhandlung hat im März 1909 der Philosophischen Fakultät
der Universität Marburg als Habilitationsschrift vorgelegen*

Journal für Mathematik. Bd. 136. Heft 3/4. 36

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/8/15 10:00 PM


